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La aplicacióndel modelo de factorescomunesa conjuntosdc items
dicotómicos,aunquees unaprácticacorrientesuponeunacierta viola-
chin del modelo,ya que las variables observadasno son continuas.
Esto implica ciertas disfunciones,de las que la más importante es la
aparición de lo queen la literatura científica se ha venido llamando
factoresde dificultad.

Ferguson(1941) demostróquecuandose analizala matriz de inter-
correlacionesde un conjuntode ítemsde distintosíndicesde dificultad,
el rangode esa matriz es mayorqueuno, aunquetodos los items sean
homogéneosencuantoa contenido.Se da por supuestoque la homoge-
neidadsedefinecomola propiedaden función de la cual el rangode ¡a
matriz dc correlacionesha de seruno. Estudiandolos factoresapareci-
dos se vió que éstoscorrelacionabanaltamentecon la media de los
tests,cuandose aplicó a testsel análisisfactorial, o con la mediade los
ítems, es decir, la proporción de sujetosque respondieroncorrecta-
mentea cadauno o índice de dificultad, cuandose aplica a items.

Wherry y Gaylord(1944), reanalizandola investigaciónde Ferguson,
llegana la conclusiónde quehay doscausasqueoriginan la aparición
de esos factores.Una es la ambignedaden la definición de lo que se
entiendepor homogeneidad,si se refiere al contenido,a la dificultad o
a ambas.Otra es el fallo en la determinaciónde la correlaciónutilizada
para obtenerla matriz de intercorrelaciones.En su estudio llegan a
dosconclusiones:

1. Silos itemsson homogéneostanto en contenidocomo en difi-
cultad. no importa cuál seala correlaciónutilizada,ya queno aparece-
rán factoresespúreos.
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2. Si los ítemsson homogéneosen contenidopero no en dificul-
Ud. sólo puedeutilizarsela correlacióntetracórica,puesde otro modo
aparecenfactoresde dificultad.

Estas afirmacionesestánfundadasen la forma en quesc obtiene
cada uno de los coeficientes.Supongamosqueposeemosun conjunto
de ítemsde distintosniveles de dificultad; Wherry y Gaylord suponen
que pertenecenaunaescalapróximaal tipo «escalaperfecta»de Gua-
man. El ejemploes aplicabletambiéna cualquierconjunto de ítems
querespondanaun modelo IRT. Si ordenamosa los itcms pordificul-
tad crecientetendremos:

b\Kb2ib3\K...\Kb.

Entonceslas proporcionesde sujetosquerespondencorrectamente
a cada ítem formarán unasucesiónmonótonadecreciente,ya que la
probabilidadde respondercorrectamentea cada ítem es una función
inversade la dificultad. Portanto,

PI>¡P2>/P3>/...>/Pn

Una fórmulaordinariamenteutilizadaparael cálculode la correla-
ción d2 viene dadapor:

ad — be

(Downw. N. M., y Heath,R. H.. 1973:pp. 127-128),dondelos valoresa.
c, d y k, 1, m, n, sonlas frecuenciasde la tabla 1.

k

¡ b a m

o e

ítemi 0 1 N

Tabla 1.

Si deseamosobtener la correlaciónentre dos items cualesquiera
veremosque¡a proporciónde sujetosquesuperasimultáneamentelos
dos items, es igual que la proporción de sujetosquesuperanel ítem
másdifícil. Si llamamosP,, a esaproporción,R a laproporciónde suje-
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tos que respondencorrectamenteal ítem i, y P~la proporciónde sujetos

que respondencorrectamenteal ítem j, y si b~ > b1, entonces:

Pj1 — PJ \K Pi

si en la ecuación (1) dividimos numerador y denominadorpor N
2

tenemos:

a d be

WW WW

Es fácil comprobarque:

— Pl.
k = 1 — =

N

Pl — P
13

— PL P11

-w PI

m

d
W = (1 P1) —

d = (1 — P3) — P1 + P11

= 1— = Q

N

luego (1) puedeescribirsecomo:

P,) — P,-4- P1]

V(~~ Pi

(P~ — P~)(P, — P~

)

Ql Q.)
p. — pp. — p.P~PWuD4DD±DKn~u2

— Ii LJ-J ~

<(Pi P, Q’ Q,)

Pu ~Pj P1
V(P1 Q, P,Q,)

a

b
-w

c
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Con el tipo de datosquehemossupuestose cumplíaque P,, = Pb
tanto,podemosescribir:

P - P. P

(P,Q, P, Q,)
Pj (1 — 1’,)

(P, Q, P, Q,) = (como

por

— Pl = Qi) =

Pi Q’
(PQP~Q)

= (st—)
P — PP +

P, (1 —

(P~Q,

)

(P~Q,

(P~Q,

)

PI Q)

¡ (P,
= .,

P~) 1V

— P~Q

,

PL Ql

PP\
P1 (1

PP3) — (P, — P~)
P> (1 P,)

P(1—P1) _ (P—P1) —

P(I —Pa) P(1 — P) V( 1

(P, — P~) ‘\

P, (1 — P1)

En esta expresiónvemosclaramenteque ~ sólo podrá tomar el
valor 1 cuandop1 — = O, es decir, cuandola dificultad de los ítems
sea exactamenteigual. Cuando los items tenganíndice de dificultad
muy distintos, las correlacionesdiferirán mucho de 1. Eso lleva a que
aunquelostestsesténformadospor un conjuntode ítemsunidimensto-
nalesen cuantoa contenido, la matriz de intercorrelacionesseráde
rango superiora 1 debido a que se agruparánlos items de similares
dificultades.

¿Porqué las correlacionestetracóricasno dan lugar a factoresde
similaresdificultades?La correlacióntetracóricapartedel supuestode
que a cada ítem subyaceunavariable cuyadistribución es normal, y
cuyadistribución conjuntaesunadistribuciónbinormal. Seanesasdos
variables Y~< y Y~(Lord y Novick. 1968: Pp. 345-346).Supongamosque
cadauna de ellas se dicotomizaparalosvaloresW = n.A partir de ese
momentolos valoresquese observanson los de dos variablesdicotó-
micas,u1 y n~ quetoman los valoresu1 = 1 cuandoNl> r~ y ni = O cuando

r~, y u, = 1 si YP>; y u, = O si Yt;.
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El problemaahoraconsisteenestimarelvalorde la correlacióncon
losvaloresrr~, n, y nj, queson, respectivamente,laproporciónde sujetos
querespondencorrectamentelos ítemsi y j, los querespondencorrec-
tamenteal ítem i y los querespondencorrectamenteal ítem j.

La distribuciónnormal bivariantetienecomofunciónde densidad:

1 1

02±Y- 2RY

f(Y, Y1) = 2n (1 — R
2) exp ~ 2 (1 — R.2) Y

1)]

dondeR correlaciónentreY, e Y~ y ademáscon ¡a condición de:

a {Y} = a IV) = o y a {Yd = g {Y~} 1.

(MeFarlaneMood, 1965: p. 167).
La probabilidad de que un sujeto en generalesté situadoen una

región del plano definido por Y. Y1, viene dadapor:

P [(Y, Y1) sRl iR J f (Y,. Y3) di’ dY~

los valores,por tanto,de yr~1, n~ y n¡ estándeterminadospor:

k Ñ f (Y, y; P) dV dY~;

ftft f(Y~, Y1; P) dV dY1;

ft h; f (Y1, Y~; P) dV dY3;

0 1

si r~ y ij y R seconocen,los valoresde ir0, n1 y w estándeterminados.Y si
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se conocenn~, n~ y ui~ u, r~ y R tambiénestándeterminados.La resolu-
cián dc estesistemadc ecuacionesimplica la resoluciónde sistemasdc
integralesdobles,y acarreabastantesproblemasde cálculo.

Existeotra cuestiónrejacionadacon los factoresde diíieuiiad, como
es las relacionesde no-linealidad entre los ítcms y el rasgo latentey
entre los mismos ítems. Wherry y Gaylord(1944) plantearonpor pri-
meravez la cuestiónen los siguientestérminos.Supongamosquetene-
mos un test cuyosítemsestánordenadosdc másfáciles a másdifíciles.
Imaginemosqueesetestesunidimensional,y quedecidimossepararlo
en dosmitades.La primeraconteniendoa los ítemsfáciles y la segunda
a los difíciles. Si el testfuesesuficientementefiable,ocurriría quepara
que un sujeto tuviese en la mitad fácil una puntuación inferior al
máximo, su puntuaciónen la mitad difícil deberíasernecesariamente
cero. Y para que un sujetopuntuasepor encimadc cero en la mitad
superiordel test,supuntuaciónen la otra mitad deberíaserel maximo.
Si dibujamosla regresiónde una mitad sobrela otra, tendríamosuna
figura como 2a. Paraobtenertina figura como la 2b:

n n
T T

MF a) MF b)
lA lA
TC 1(2
Al Al
DL __________ DL ____________

o o
2 1

MITAD DIFICIL MITAD DIFICIL

HG. 2.

Cadamitad deberíarecogerítemsfáciles, intermediosy difíciles en
la misma proporción que la otra mitad. El cálculode unacorrelación
quesupongala linealidad de regresiónde las variables,en el casoa) lle-
vará a erroresde bulto, ya queesevidenteque esalinealidad no se da.
Esto puede aplicarse a tos items. simplemente haciendo que cada
mitad estécompuestapor un solo ítem.

McDonald (1967, 1987) y McDonald y Ahlawat (1974) mantienen
que si la regresiónde los items sobreel rasgolatente es una función
polinomial con términosde segundogrado,un análisisfactorial lineal
proporcionaráun factor de contenidoy un segundofactor de dificul-
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tad. Al analizar la cuestión en profundidad, McDonald y Ahlawat
(1974) llegana las siguflentesconclusiones:

1. Si la regresiónde los itemssobrelos rasgoslatentesresponde
realmenteaun modelolineal, al analizartos datosconun modelofac-
tonal lineal no apareceránfactoresde dificultad seacual seael tipo de
correlacionesutilizadas.

2. Los factoresparalos queexistecorrelaciónentrelas saturacio-
nesy ¡os índicesde dificultad de los ítemsno tienenporquésernecesa-
riamenteespúreos.El análisisfactorial tradicional no permitedetectar
cuándo lo son.

3. Los datosgeneradospor unaregresiónpolinomial cuadrática
producen,al sersometidosa análisis factorial tradicional un factorde
curvatura cuyos coeficientescorrelacionancon los índicesde dificul-
tad.

4. Los datosgeneradospor el modelo de ogiva normal producen
factoresespúreosdebidoa la no linealidad.

Lumsden(1976) concuerdacon estasconclusionesy propone los
queél llamaanálisisen cascada.Losítemssedividen en tresíndicesde
dificultad y se analizacada uno de los niveles por separado.Se co-
mienzapor el nivel másfácil, y los ítemsmás difíciles de esenivel se
pasanen la siguienteetapaal segundonivel.Seanalizaacontinuación
el segundonivel procediendoen etapassucesivascomoconel primero.
Este método garantizaunacierta homogeneidadde los niveles de difi-
cultad de los ítems,y, por tanto,previenela apariciónde los factores
de dificultad.

ALGUNAS MODIFICACIONES PROPUESTASAL MODELO
FACTORIAL GENERAL CON APLICACION AL ANáLISIS
DE ITEMS

No podemosabandonarel tema sin hacer,al menos,una rápida
mención de las alternativasal modelo general de análisis factorial
desarrolLadas parasolventaralgunosde los inconvenientesantesmen-
cionados.Se trata,por unaparte,del problemaqueplanteael nivel de
medida de las variablesquereflejanel rendimientoen los items y. por
otra parte,la presenciade relacionesno linealesentreesasvariablesy
entreesasvariablesy las variableslatentes.En lo quesigue se hace
una breve descripciónde las alternativaspropuestasacercade estos
temas.

ANALISIS FACTORIAL DE VARIABLES DICOTOMICAS

La mayoríade los métodosde análisis factorial suponenque las
variablesobservadasestánmedidasen un nivel de intervalo.Cuando
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se aplica estemodelo directamentea variablesdicotómicascomo los
ítemsde un tesÉ,se utilizan o bienlos coeficientes0~ conel problemaya
tratadode la posibleapariciónde factoresde dificultad, o bien correla-
cionestetracáricas,que producenmuchoscasosHeywoody matrices
no definidaspositivasen ocasiones.

Christofferson(1975) presentóuna alternativa a los métodosdc
máximaverosimilitudcorrientes,las estimacionescondicionaleincon-
dicional. Sumétodose basaen la utilización parala estimaciónde las
distribucionesmarginalesde los itemsporseparadoy porparejas.Eso,
evidentemente,suponeno utilizar másqueunapartede tasY margina-
les. Perola pérdidade informaciónse ha demostradono ser impor-
tante.

La ideabásicaconsisteenconsiderarque las variablesobservadas
del modelofactorialgeneralson,en realidad,variablescontinuaslaten-
tesencadauno de lositems.Es algosimilar a lo quese haceparaobte-
nerlas correlacionesletracóricas.La diferenciaesqueaqui no se obtie-
nenesascorrelaciones.La variablemanifiestay’~< tomadosvalores,1 y
O, en función de si la variable latente y alcanzao no el punto de
corte:

[ISLYI>/hI
Osiy~Kh¡

la distribución de los valoresquetomael vectorde respuestasy* viene
dadapor:

g (y*) ti Jt k ft f(x) dx (2)

dondey’~< = (1.0. 1 O) y f(x) es la normal muItivariante~suponiendo
quetodaslas variablesestánnormalizadas,la distribuciónmarginalde
probabilidadesde los valoresde un item cualquierai, serán:

P~= P (9=1) = 1
hlvS e-(x<2> dx (3)

Qt= P(y~= O) = 1—

la distribuciónmarginal de probabilidadesde los valoresde dositems
vienedadopor:

Ph = P(y
1 I,y~ = 1) Jcjn 1 e(X~)II2

(4>



Ñu ¡o ra~ de dfucultod ~ el análisis de írÚms.. 03

dondeL~ ‘~ 1 Y ~i = r~L s~i !IrjljstPrs

donde4r, es el r, s-ésimoelementode ~, ¡a matriz de varianza-cova-
rianzareproducidapor los items i y j.

El métodode Christoffersonconsisteen utilizar las ecuaciones(4) y
(3) en lugar de la (2), que es máscompletapero presentamásproble-
mas de cálculo.

Parala estimaciónutiliza un eficienteprocedimientode mínimos
cuadradosgeneralizados.

Muthén(1978)presentaun métodosimilar al de Christoffersonen
cl que se basa,pero utiliza parala estimaciónla informaciónproce-
dentede las proporcionesde primer y segundoorden para ajustarel
modelo.Se simplifica, en estecaso,bastanteel procesode estimación
conesastransformacionesde los datosoriginales.Muthéntambiénuti-
liza un estimadorde mínimoscuadradosgeneralizadosqueestanefi-
cienteasintáticamentecomo el anterior,aunqueen estecasotiene la
ventajade ahorrartiempo de cálculo.

Christofferson(1975)demostróquela utilización de la información
de las marginalesen lugarde las Y proporcionessuponíaunapérdida
en eficienciaen la estimaciónmuy pequeña.El estimadorGLS (míni-
moscuadradosgeneralizados)teníalaventajade exigir menoscálculos
que el de máximaverosimilitud. La aportaciónde Muthén no es un
cambio fundamentalen estecontexto,aunquepermitesimplificar aún
más los cálculos.

Estosdosmétodostienenel inconvenientede queaunquepermiten
analizarmásvariablesqueconmáximaverosimilituden la ecuación2
métodoen el queel máximoposibleno pasabade 106 15 variables,no
permitensobrepasarlas 20 ó 25.

Tantoestasdossolucionescomolas que se basanenULS (mínimos
cuadradosno ponderados),puedenentendersecomo solucionesde
«información limitada», ya que utilizan sólo la información de las
marginalesdeorden inferior de la tabladecontingenciacompletade Y
casillas. Una solución de «informacióncompleta»(Fuil-Information
FactorAnalysis) es desarrolladapor Bock y Aitkin(1981), Bock, Gib-
bonsy Muraki (1985), y cuyosantecedentesse remontanaBock y Lie-
berman(1970). Estasolución haterminadoen el programaTestfact.de
Wi¡son, Wood y Gibbons(1983), Esteprocedimiento,conocidocomo
estimaciónmarginal de máximaverosimilitud,ha sido detalladamente
explicadoen Gaviria Soto(1988).La función quese maximizaes:

prLp;2p~r1! rl rl ¡ (5)
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dondeN es el númerode sujetos.r1 sonlas frecuenciascon quese pre-
sentancadaunade las s distintasrespuestas,y PV es laprobabilidadde
la respuesta1, i~ sonlas cargasfactorialesyE los puntosde cortede las
variableslatentesque danorigen a las variablesdicotámicas.Como
puedeversela expresión(5) respondea la ley de distribución multi-
nomia].

Recientemente,Mislevy(1986) ha ciado un repasoa todos estos
modelosplanteandoel estadoactualde lacuestión.Es un buenpunto
de partidaparaquiendeseeprofundizaren estasinteresantesvariantes
del análisis factorial paravariablesdicotomicas.

EL MODELO DE ANALISIS FACTORIAL NO LINEAL

Este modelo fue desarrollado, principalmente, por McDo~
nald(1962, 1965. 1967a, 1967b. 196k), presentandouna variante no
lineal del modelode factorcomún,en el queJa regresiónde las varia-
blesobservadassobrelos factorescomunesera no lineal. Parala esti-
maciónutilizó un procedimientode mínimoscuadradosen dosetapas
paramodelospolinomialesy modeloscon términosde interacción.

Posteriormente,Gnanadesikany Wilk(1969) y Carroll (1969). des-
cribieron métodosde análisisde componentesprincipalespolinomia-
les pararepresentarconjuntosde datosmultivariadosen un espacio
dimensionalmáspequeñoqueel original.

El modelobésicodesarrolladopor McDonald(1 967a)puedeexpre-
sarsecomo:

Z,= Za x,) + uF

donde Z (i 1 n) es e] conjunto de las n variables observadas,
siendor n. Normalmentese consideraque:

s{ZIO,s1Z~H J,i= J n.

los símbolosx1 x,, en generalx11. sonel conjuntode t variableslaten-
tesquesonestadísticamenteindependientesentresí y estadísticamente
independientesde los factoresúnicosL. y los t son mutuamenteinde-
pendientesentresí.

La función de densidadconjuntade las variablesx~ y lh en la pobla-
ción,dadoquesonestadísticamenteindependientesentresi, vienedada
por:
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dF = ir fi~ (x~1) dXtu ir g (1,) dli.

como antes,se suponesin pérdidade generalidadque:

las funcionesQ,, (x1 x1). siendo1 r n, sonun conjuntode r funcio-
nes tinealmenteindependientesde las variables latentesXrn, y tienen
un númerofinito de parámetros.Se suponeque la matriz de los pará-
metros~ de orden n X r, es de rango n

En forma matricial el modelo es:

Z = qA + eU donde:
z = iz, z~]
A’=a~,. matriz de ordenn X r de rango r
e = [ei e~]
U matriz diagonal [U1
q = [Qi (xi x) .. Qr (x~ ... xi)]
E {Z’ZJ = R ya que~ IZ} = O y c {t} = 1
y II = Ns lq’q}A + U~

que es análogoa lo obtenidoen el modelo lineal de factorescomunes.
El modelo puedeexpresarscen función de componentesortogona-

les (McDonald, 1967a:p. 31).
Las distintasformasqueadoptanlas funcionesQ determinanlos

modelosconcretosen cadacaso.
Etezadi-Amoliy McDonald(1983)handesarrolladoun modelo en

el que la función es:

Q. = ejz~~ q~I a~k O~+ 1 E tjmiemieii+ ut
rn*I

El modeloes linealen suscoeficientesajjq y r~, perono lineal enlos
rasgoslatentes8~ ... e,. Los términos de interacciónse reducena los
productosdos a dos de los factores.

La experienciaparecerecomendarno pasarde los términosde ter-
cergradoen el polinomio,ya quelos datosde las cienciassocialesrara
vez justifica la utilización de términosmásallá de este¡imite.

Comodesarrollode estemodeloMcDonald (1980)hapropuestoun
modelodc análisisde estructurasde covarianzaquesirve de basepara
estudiosconfirmatorioscon modelosno lineales.

Cabedecir,comoconclusión,queestatécnicaes dcgraninterésteé-
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rico, aunqueno se ha generalizadosu uso. De hecho,hay unagran
variedadde casosenlos queseríaaplicableconmejoresresultadosque
su contrapartidalineal. La existenciade términosde interacciónper-
mite reflejar mejor la complejidadque,por lo general,presentanlos
datosde la realidad.En el casode los modelosde respuestaal ítem,es
claroquela regresiónde las variablesobservadassobreel rasgolatente
es no lineal.

La desventajamás importantede este modelo estribaen su gran
complejidadmatemáticay de cálculo.Así comode los modeloslineales
hayunagranabundanciade textosdivulgativos,de estemodelo no hay
muchasfuentesde información, sona vecesde difícil accesoporestar
sólo en publicacionestécnicas,y son de gran complejidad.

Porotra parte.aunquehayalgúnprogramadesarrolladoparallevar
acabo análisis factorial no lineal, no estántan difundidos como los
lineales.Y, además,mientrasquelos usuariosdelanálisisfactorial tra-
dicional tienengranprácticaen la interpretaciónde los resultadosde
sus investigaciones,no es fácil, sin embargo,en estemodelocompren-
der el significadode algunostérminoscomplejos,como tos términos
cuadráticos,cúbicos,cuádricos,etc.,dondesuelenreflejarsecurvaturas,
interaccionesy otros fenómenoscomplejos.

La realidades, sin embargo,compleja, y seríadeseableque estos
modelosalcanzasenen los próximosañosmayordifusión y compren-
sión entrelos investigadoresen cienciassociales.

CONCLUSIONES

1 El modelo de factorescomunes no puede aplicarse directa-
menteal análisisde items, aunqueseaunaprácticahabitual, ya que
algunostérminos,como los factoresespecíficos,no tienen fácil inter-
pretaciónen el contextode los ítems.

2. Cuando,a pesarde todo, se aplica el análisis factorial paracl
análisis dc la dimensionalidadde un conjunto de ítems, no parece
habergrandesdiferenciasentrela utilización del análisisde compo-
nentesprincipaleso la estimaciónmáximo-verosímil.

3. La aplicación indiscriminadade estastécnicascrea muchos
problemas,el primero de ellos la apariciónde factoresde dificultad
debidoal usode correlaciones~ y a la existenciasimultáneamentede
relacionesno linealesentre variableslatentese ítems.

4. Dc las modificacioneso variantesdel análisisfactorialdesarro-
lladasen los últimos años,los modelosfactorialesno linealesparecen
los másprometedores,ya quepermitenreflejarel tipo de relaciónque
existeentrelos íterns.Los quemásse handesarrolladohansiclo mode-
los polinomiaJesde hastatercergrado.
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RESUMEN

En este trabajo se aborda uno de los problemas más importantesqueaparecen
cuando se analizan items dicotómicos.Una de las herramientasmás utilizadas
para descubrirla estructura interna de un conjunto de itemsese!análisisde facto-
res comunes. En este estudio se demuestra que la utilización de esa técnica implica
la adopción dc ciertos supuestos referidos a la naturaleza de lasvariablesya la na-
turaleza de las relacionesentre ellas, cuya ignorancia tiene consecuenciasgraves
para la determinación de la estructura latente de los items analizados. También se
presentan algunas alternativasdesarrolladas para evitar esos problemas.

SIIJMMARY

This work is concernedahoutojw of Ihemostimportantproblcmsin Iheanaly-
sis of dichotomousitems. Ihe common lactor analysisis ene of ffie most used
tools to discovertheinternalstructureofanitembank.In Uds work itis shownthai
the useof this technicinvolvesthe adoptionof sorneassumplionsabout11w naturc
of variables and about tite relationship among thcm. whoseignoranceis a veiy
seriousproblcmto determinethelaícntstructurcof theanalizedbank.Sorneaher-
nativesdevelopedto prevent these problemsare aÑo presented.

Este trabajo forma parledc la investigación realizada por el autor para la (csis doctoral
sobre el terna « El su puesto dc Unidimensional dad en la teoria dcl rasgo latente. Aportado-
nes inotodológicas.»


