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PRESENTACION

En una ocasion, hace ya mucho tiempo, como en los cuentos tradicionales, ante los nervios de la
que por aquel entonces fue mi primera ponencia en un congreso, reducida a diez minutos que se
antojaban absolutamente insuficientes a la incipiente juventud cientifica y el deseo de hablar
durante horas de aquello en lo que trabajaba y que me entusiasmaba, alguien a quien siempre he
tenido como referente me dijo: “si tienes que hablar durante horas, apenas necesitas prepararte
durante unos minutos; ahora bien, para hablar durante cinco minutos, y hacerlo bien, necesitas
preparar tu intervencion durante horas”. Ese recuerdo y esa certeza vuelven a mi a la hora de
escribir esta presentacion. Apenas dos hojas para resumir el trabajo de todo un afio, para presentar
unos resultados que no son sino la punta de un iceberg oculto en su mayor parte bajo las aguas de
un trabajo diario de investigacion en un area que, en simposios como este, encuentra una de sus
mejores oportunidades para reivindicarse y para lucir.

El simposio anual de la Sociedad Esparfiola de Investigacion en Educacion Matemaética (SEIEM),
sin duda una de sus actividades mas significativas y carismaticas, regreso a Valladolid, veinte afios
después, tras la designacion de la candidatura presentada por el Area de Didéctica de la Matematica
de la Universidad de Valladolid en el transcurso del anterior simposio celebrado en Gijon en 2018,
y lo hizo acogiendo a 180 congresistas que, del 4 al 6 de septiembre de 2019, situaron a Valladolid
como punto de referencia para la investigacion en Educacién Matematica.

La Facultad de Educacion y Trabajo Social actué como sede principal de las actividades de un
simposio cuyo comité organizador local se ocupd, con absoluta entrega, dedicacién e ilusion, de
brindar una célida acogida a los participantes, asi como de crear una atmdésfera 6ptima para el
encuentro de expertos, el intercambio de ideas, la visualizacion de avances y resultados, la
consolidacién de esfuerzos y grupos y el apoyo a iniciativas emergentes.

El acto inaugural del evento tuvo lugar en el Paraninfo de la Universidad de Valladolid y contd con
la participacion en la mesa de autoridades del Rector de la Universidad de Valladolid, del Secretario
General de la Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Leon, de la Concejala de
Educacion, Infancia, Juventud e Igualdad del Ayuntamiento de Valladolid, de la Presidenta de la
SEIEM vy del propio Coordinador Local del Simposio. El acto contdé también con la presencia de
otras autoridades como el Director del Instituto de Investigacion en Matematicas de la Universidad
de Valladolid (IMUVa), el Director del Centro de Formacion del Profesorado e Innovacion
Educativa (CFIE) de Valladolid, la Presidenta de la Sociedad Castellano y Leonesa de Educacion
Matematica “Miguel de Guzman”, el Presidente de la Federacion Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matematicas (FESPM), la Presidenta de la Sociedad Portuguesa de Investigacion en
Educacion Matematica (SPIEM) y el Decano de la Facultad de Educacion y Trabajo Social.

Con carécter previo al mencionado acto tuvo lugar en la Facultad de Educacion y Trabajo Social, en
la mafiana del miércoles 4, un taller-seminario de formacion y docencia universitaria titulado “La
evaluacion vista como aprendizaje” a cargo de la Dra. Neus Sanmarti Puig (Universidad Autonoma
de Barcelona), con un enorme éxito de participacion (90 asistentes) y de valoracion.

El simposio se organizo, como suele ser habitual, en torno a diferentes actividades cientificas,
destacando la organizacion de dos seminarios monograficos de investigacion, dos sesiones de
presentacion de comunicaciones (46 en total), dos sesiones de exposicion de pdsteres (54) y cuatro
sesiones de trabajo en diferentes grupos tematicos de investigacion (8 grupos).

En relacion con los seminarios de investigacion, las tematicas elegidas para este afio fueron, por un
lado, la denominada “Una perspectiva internacional sobre la ensefianza y aprendizaje de la
modelizacion matematica”, cuyo desarrollo tuvo lugar en el Paraninfo de la Universidad de
Valladolid tras el acto inaugural y bajo la coordinacion de la Dra. Berta Barquero (Universidad de


http://www.seiem.es/

Barcelona); y, por otro lado, la segunda tematica llevo por titulo “Historia de las matemaéticas y de
la educacion matematica”, coordinada en esta ocasion por el Dr. Alexander Maz-Machado
(Universidad de Cordoba), seminario celebrado ya en la Facultad de Educacion y Trabajo Social.
Ambos seminarios contaron con la participacion de ponentes con amplia trayectoria y
reconocimiento internacional como el Dr. Gert Schubring (Universitat Bielefeld, Alemania /
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Brasil), galardonado este mismo afio con la medalla Hans
Freudenthal ICMI 2019, la Dra. Susana Carreira (Universidade do Algarve, Portugal), el Dr. Gilbert
Greefrath (Universitat Munster, Alemania), la Dra. Irene Ferrando (Universidad de Valencia), la
Dra. Carmen Lopez (Universidad de Salamanca) y el Dr. Luis Puig (Universidad de Valencia).

El simposio incluyd también un emotivo acto homenaje a la figura del Dr. Toméas Ortega del
Rincén, recientemente jubilado y Director del Departamento de Didactica de las Ciencias
Experimentales, Sociales y de la Matematica de la UVa hasta apenas unos dias antes de la
celebracion del evento, por su apoyo e impulso a la investigacion en Educacion Matematica,
llegando a ostentar durante algunos afios la presidencia de la propia SEIEM.

Este libro de actas ofrece en detalle cada una de las ricas aportaciones cientificas que, en sus
diferentes modalidades, se han mencionado previamente. Sin embargo, no puedo sino insistir en que
lo que ahora se presenta es un cuadro, un bello lienzo para el que ha sido necesaria la participacion y
colaboracion de muchas personas y entidades. Por un lado, hay que destacar la destreza y creatividad
de las investigadoras y los investigadores que lo han Ilenado de color con sus aportaciones, asi como
el arduo y riguroso trabajo de revision previo a su aceptacion, gestionado por el comité cientifico bajo
la excelente coordinacion del Dr. José M. Mufioz-Escolano (Universidad de Zaragoza) y el Dr. Angel
Alsina (Universidad de Girona), junto con el también delicado trabajo de edicion de quienes suscriben
la edicion cientifica de este volumen. Por otro lado, estdn todas las personas y entidades que han
proporcionado los materiales necesarios para el lienzo y que conforman una lista casi interminable
que comienza con todos los componentes de los propios comités cientifico y local, que sigue con el
equipo de apoyo que ha cuidado cada detalle del desarrollo del simposio en tres dias tan intensos
como entrafiables y productivos, y que continla, en un ejercicio arriesgado en el que no queremos
olvidar a nadie, con la colaboracion de la Facultad de Educacion y Trabajo Social de Valladolid, de la
Facultad de Educacién de Segovia, de las Facultades de Derecho y Medicina de Valladolid, del
Instituto de Investigacion en Matematicas de la Universidad de Valladolid (IMUVa), de Turismo de
Valladolid, del Centro de Formacion del Profesorado e Innovacion Educativa de Valladolid, de la
agencia de viajes B The Travel Band de la Universidad de Valladolid, del Ayuntamiento de
Valladolid, que se volcé con la iniciativa de principio a fin abriendo las puertas de la ciudad al evento,
de la Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Leon, también implicada en todo su desarrollo
en una clara apuesta por la Educacion Matematica y, por supuesto, de la Universidad de Valladolid,
con el Rector a su cabeza, en una colaboracion tanto profesional como personal que agradecemos
muy sinceramente, con la participacion activa también de su Vicerrector de Investigacion, con el
apoyo amable y necesario de su Vicerrectora de Economia y con las significativas contribuciones,
econémicas y de trabajo, de su Area de Didactica de la Matematica y de su Grupo de Investigacion
Reconocido “Educacion Matematica”.

Es momento ahora para el recuerdo de lo vivido y para el deleite ya pausado, sin la tension propia
del evento, de la lectura de todas y cada una de las magnificas contribuciones que conforman este
volumen que supone solo un punto y seguido en la ya dilatada trayectoria de los simposios de la
SEIEM, confiando en que el de Valladolid fuera del agrado de quienes lo vivieron y deseando el
mayor de los éxitos al que tendra lugar en Valencia en 2020.

En Valladolid, a 30 de octubre de 2019.
José Maria Marbéan Prieto
Coordinador Local del XXIII Simposio de la SEIEM
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UNA PERSPECTIVA INTERNACIONAL SOBRE LA ENS’ENANZA
Y APRENDIZAJE DE LA MODELIZACION MATEMATICA

International perspectives on teaching and learning of mathematical modelling

Barquero, B.
Universitat de Barcelona

El &mbito de modelizacion matematica se ha convertido, en las Ultimas décadas, en un ambito
crucial en y para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. En la actualidad vivimos las
consecuencias de una larga tradicion y un consenso compartido por distintas comunidades, la de
investigadores, la de profesores y la de politicos educativos, entre otras, sobre el importante papel
que debe desempefiar la modelizacion en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Si nos centramos en los contextos e instituciones escolares, son claros y facilmente contrastables los
avances sucedidos en los ultimos 30 afios en lo que se refiere a la transposicion de algunas de las
conceptualizaciones y recomendaciones sobre la modelizacion matematica y su ensefianza,
desarrolladas en el &mbito de la investigacién, a las realidades escolares en los distintos niveles
educativos. Este ha sido el caso, por ejemplo, de la caracterizacion de la competencia en
modelizacion (Niss, 2002) que ha guiado -y sigue haciéndolo- las reformas curriculares en
Dinamarca; los Common Core State Standards for Mathematics en Estados Unidos, que incluyen la
modelizacion como uno de los dominios matematicos a desarrollar; o su inclusion en el marco de
evaluacion de PISA (Rico, 2006; OECD, 2013, 2019) que ha orientado muchas de las reformas
curriculares en Europa. Segun Burkhardt (2018, p. 74) esto ha sucedido por varias razones que,
segun él mismo describe:

The importance of mathematical modelling in the school curriculum is clear. It both demonstrates
the widespread applicability of mathematics and enhances mathematical understanding through
inquiry. It serves as a powerful corrective to those who view mathematics as a set of discrete facts
and procedures to be taught and learned.

No obstante, distintos autores siguen destacando una notable brecha entre los destacados avances de
la investigacion en modelizacion matematica, por un lado, y el impacto efectivo en las aulas, por
otro lado (Burkhardt, 2018, o Blum, 2015, entre otros). Son diversas las cuestiones que siguen
abiertas como, por ejemplo, las carencias de infraestructura matematico-didactica para la ensefianza
de la modelizacién, su (in-)compatibilidad con la evaluacion o el analisis del impacto y/o
posibilidades de difusion a través de la formacion del profesorado (Carreira, Barquero, Kaiser y
Cooper, 2019).

En lo relativo al ambito de la investigacion, durante las ultimas décadas se han utilizado diversidad
de marcos teoéricos para abordar la problematica de ensefianza y aprendizaje de la modelizacion
matematica. A menudo ha surgido interés en clarificar y conectar los distintos enfoques tedricos
para describir, disefiar y analizar actividades de modelizacion (Cai et al., 2014; Kaiser y Sriraman,
2006). En otras ocasiones, se insiste en la necesidad de explicitar la forma en que se conceptualiza
la modelizacion matematica en un marco de investigacion determinado, y en cémo esta forma de
entender la modelizacion impacta en el disefio de précticas de aula y en el estudio de las
condiciones que facilitan y de las restricciones que aparecen para la difusion y supervivencia a largo
plazo de la modelizacion en las practicas escolares. Es lo que, desde la teoria antropoldgica de lo
didactico, se denomina como la dimension epistemoldgica y la dimension ecoldgica del problema
de la modelizacion matematica (Barquero, Bosch y Gascon, 2019) y se asume que su explicitacion

Barquero, B. (2019). Una perspectiva internacional sobre la ensefianza y aprendizaje de la modelizacion matematica. En
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puede ayudar a delimitar los distintos ambitos de actuacion y ayudar en la articulacion de los
resultados derivados de la investigacion.

Tomando estas reflexiones como punto de partida, este Seminario quiere abrir el debate sobre
algunos de los puntos previamente mencionados. Vamos a contar con tres ponencias que van a
aportar distintos, aunque complementarios, puntos de vista. En primer lugar, contaremos con el
investigador aleman Gilbert Greefrath, de la Universidad de Minster, quien ha desarrollado gran
parte de su trayectoria investigadora en el &mbito de la modelizacién matematica, representante de
la tradicién alemana en modelizacion con gran impacto a nivel mundial, y quien ha sido en
encargado de liderar el Topic Survey del ICME-13 sobre la corriente alemana en modelizacion
(Greefrath y Vorholter, 2016). En segundo lugar, la investigadora Irene Ferrando, de la Universitat
de Valencia, quien ha participado en maltiples ocasiones en los grupos internacionales de discusion
y, a nivel espafiol, lleva afios encargdndose de las Jornadas de Modelizacion Matematica,
celebradas desde el afio 2005, y de la revista Modelling in Science, Education and Learning. En
tercer lugar, la investigadora Susana Carreira, de la Universidad del Algarve, con quien he tenido el
placer de liderar los grupos de trabajo de los ultimos tres CERME (Congress of the European
Society for Research in Mathematics Education) y quien ha sido un puntal clave en la comunidad
europea e internacional a la hora de buscar puntos de encuentro entre las distintas lineas de
investigacion. Cada uno de los ponentes aportard su vision sobre la evolucion del d&mbito de
investigacion y préactica escolar de la modelizacion matemaética.

En particular, las dos primeras ponencias van a aportar su perspectiva nacional de la evolucion de
dicho &mbito de investigacion en cada uno de los paises representados, Alemania y Espafia
respectivamente. Para facilitar el debate se les plantearon las siguientes cuestiones:

e Estado actual de la ensefianza y aprendizaje de la modelizacion en vuestro pais: ¢Qué papel
tiene la modelizacion matematica en vuestro pais? ;Qué debate ha habido sobre qué es la
modelizacion y sobre su ensefianza y aprendizaje? ¢Qué desarrollo se puede destacar sobre
la conceptualizacién de la modelizacion y el impacto que ha tenido en las reformas
curriculares?

e Investigaciones sobre modelizacién matematica en vuestro pais: ¢Cuales son los enfoques
tedricos utilizados en la investigacion sobre modelizacion? ;Qué problemas de investigacion
se han abordado? ¢Qué realidades empiricas y metodologias se proponen? ¢;Se pueden
destacar desarrollos importantes a nivel teérico y/o metodoldgico en lo que se refiere a este
ambito de investigacion?

e Investigacion llevada a la practica: ¢(Qué ejemplos concretos muestran el disefio,
implementacion y andlisis de actividades de modelizacion, fundamentados por la
investigacion, en contextos escolares? ;Cuales son las principales condiciones que se han
creado y las limitaciones o restricciones que han aparecido?

e Lineas de futuro desarrollo de la investigacion sobre modelizacion en vuestro pais: ¢Cuéales
son las lineas de futuro desarrollo de este &ambito de investigacion?

Durante el Seminario vamos a poder escuchar las respuestas de dos de los conferenciantes. Por un
lado, Gilbert Greefrath mostrara la importancia de la modelizacion matematica como campo de
investigacion en Alemania y su integracion como una de las competencia clave en los estandares
educativos de este pais desde hace ya algunos afios. Para mostrar algunos ejemplos concretos se va
a apoyar en casos practicos derivados de distintos proyectos de investigacion sobre la medicion de
la competencia de modelizacién, el uso de herramientas digitales y de investigaciones sobre la
formacion del profesorado. Por otro lado, Irene Ferrando se encargard del caso de la comunidad
investigadora en Espafia. Mostrara la diversidad y riqueza de investigaciones que ha habido estos
altimos afnos que abarcan desde la educacion infantil hasta la formacion de profesores, pasando por
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la educacion obligatoria y la universitaria. Dada la heterogeneidad de las tematicas y de los
enfoques tedricos adoptados, el objetivo central de su ponencia es la de introducir un panorama de
los avances realizados y del impacto de estos en la investigacion del campo de la modelizacion a
nivel internacional.

La ponencia de Susana Carreira va a centrarse en dar una vision europea e internacional sobre la
evolucion que ha tenido este ambito de investigacion en los ultimos afios. Para ello, se focalizara, en
primer lugar, en las comunidades internacionales ICTMA e ICME, para centrarse entonces en la
comunidad europea de investigadores que han participado en el grupo de trabajo tematico sobre
Applications and modelling del CERME en la Gltima década. Este analisis nos muestra un buen
resumen de las distintas tendencias y su evolucién. Con ello, y a mi parecer personal, nos muestra la
gran riqueza de esta comunidad que, adoptando distintos marcos tedricos y metodoldgicos, cada dos
afios ha tenido la oportunidad de priorizar la busqueda de puntos comunes de discusion entre los
cuales se vislumbra, cada vez con més claridad, nuevos frentes para un futuro de investigacion
prometedor.

Deseamos que este seminario sirva de estimulo para seguir profundizando en los diferentes temas
abordados, y que abra nuevas cuestiones para seguir discutiendo a nivel nacional e internacional en
un futuro proximo. Me resta agradecer a la Junta Directiva de la SEIEM la invitacion a coordinar
este seminario y al intenso trabajo y dedicacion durante estos ultimos meses con los compafieros,
ponentes, que han hecho realidad este seminario.
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MATHEMATICAL MODELLING - BACKGROUND
AND CURRENT PROJECTS IN GERMANY

Modelizacion Matematica — Antecedentes y proyectos en la actualidad en
Alemania

Greefrath, G.
University of Munster, Germany

Abstract

Mathematical modelling is an important field of research in mathematics education in Germany
and a key competence in educational standards. The significance of modelling problems in schools
and teacher training has increased in the past few decades with various research projects. This
article aims to clarify important aspects of the current status of mathematical modelling in the
German-speaking world. The background to the German modelling discussion will be set out and
the current significance for modelling in German educational standards presented. Research
projects on the measurement of modelling competence, the use of digital and strategic tools and
research on teacher training are described. Various modelling cycles are also presented and their
goals and use under various circumstances outlined. The situation in schools is set out and current
and future fields of research identified.

Keywords: mathematical modelling, Germany, research, educational practice.
Resumen

La modelizacion matematica es un campo importante de investigacion en educacion matematica en
Alemania y una competencia clave en los estandares educativos. La importancia de los problemas
de modelizacion en las escuelas y en la formacién del profesorado ha aumentado en las ultimas
décadas con varios proyectos de investigacion. Este articulo pretende aclarar aspectos importantes
sobre el estado actual de la modelizacibn matematica en el contexto de los paises de habla
alemana. Se presentan los antecedentes de la discusién sobre modelizacion, asi como su papel y
relevancia actual en los estandares educativos alemanes. Se describen algunos de los proyectos de
investigacion mas relevantes sobre la medicion de la competencia de modelizacién, el uso de
herramientas digitales y sobre la formacion del profesorado. Se muestran a la vez distintos ciclos
de modelizacion, asi como sus objetivos y usos, de acuerdo con las lineas de investigacion
previamente citadas. Por ultimo, se describe la situacion en las escuelas y se identifican lineas
futuras de investigacion.

Palabras clave: modelizacién matematica, Alemania, investigacion, practica educativa.
INTRODUCTION AND BACKGROUND

The use of application-oriented tasks to learn mathematics has a long history in Germany.
Mathematical modelling became particularly well known in Germany in the 1980s. Blum (1985)
described many application examples which reflected a wide range of topics. It became clear that
the discussion on applications and modelling was increasingly significant. One of the most well-
known modelling cycles in Germany (see Figure 1) was also mentioned by Blum (1985).
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A: Real situation

B: Real model

C: Mathematical model

D: Mathematical results

0: Specifying, structuring
1: Mathematising

2: Working mathematically
3: Interpreting, applying

Real world Mathematics
Figure 1. Modelling cycle by Blum (Blum & Kirsch, 1989, p. 134)

The founding of the German-speaking ISTRON Group by Werner Blum and Gabriele Kaiser in
1990 contributed to an increase in the intensity of the modelling discussion in Germany. The idea of
ISTRON is to increase the number of applications that appear in mathematics classes. Research on
modelling has also been increased significantly. Germany has also hosted important conferences on
mathematical modelling (ICMI Study, ICTMA 1987 and 2009).

Different goals at various levels are pursued with the focus on application in mathematics classes.
The particular opportunity of dealing with applications in mathematics classes is that interesting
insights into both mathematics as a subject and in reality, are possible. We distinguish between
content-based, process-based and general goals of application-oriented mathematics classes below.

The content-based goals of application-oriented mathematics classes can be described for two
areas. Learning mathematical terms and structures (Strehl, 1979, p. 26) and knowledge of the
environment are both content-based goals. In addition to the inner-mathematical goals, a further
goal is enabling people to perceive and understand our world. This also corresponds to the first of
Winter’s three basic experiences that each student should be taught in mathematics classes (Winter,
1996). The classical content of arithmetic such as quantities and interest calculation are particularly
important when it comes to achieving content-based goals. They contribute to achieving the
content-based goals in both categories. Quantities, for example, are mathematical objects with
generalizable structures, and working with quantities also requires people to engage with their
environment. The development of concepts about quantities is a key part of working with quantities
in mathematics classes. Students can only check the results of tasks for plausibility if they have the
relevant concepts about certain important units. Concepts about volume, for example, could be that
a pack of milk is 1 litre or that a half-filled bathtub is 100 litres.

Goals are often set out for application-oriented mathematics classes in which it is not the outcome
in terms of the knowledge of mathematical content that is the focus, but rather the process taken to
achieve these results. Discussions and analyses of the environment using mathematical tools are
also important (Spiegel & Selter, 2006, p. 74). Dealing with application orientation in mathematics
classes requires general mathematical competence and problem-solving competence. The key
heuristic strategies linked to problem solving such as working with analogies or working backwards
can be used and promoted when working on application-oriented tasks. These goals also fit with the
third of Winter’s three basic experiences for a general mathematics class: mathematics classes
should aim “to develop, by working on tasks, problem-solving competence that go beyond
mathematics” (Winter, 1996). We can make a distinction here between two further areas: on the one
hand, there are process-based goals which are specific to classes with an application orientation,
and on the other hand, there are process-based goals that are relevant to mathematics classes as a
whole. One key aim of application-oriented mathematics classes is developing modelling
competence, in other words the ability to transfer problems from reality to mathematics in a suitable
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way for them to be processed and solved. The step of mathematization, in other words the finding
or determination of a suitable mathematical model, is also an important goal (Fricke, 1987, p. 11 et
seqq.). Modelling competence also involve content elements such as metaknowledge about
modelling processes and knowledge of different mathematical models such as proportional relation.
The focus in the case of modelling, however, is the potential to solve a modelling problem. So, the
focus is on the process, not the result, in other words a process-based goal. However, while
developing modelling competence is a goal that typically assumes a link to a real situation, this is
not the case when it comes to problem-solving competence. In many cases, application-oriented
tasks should be viewed as a problem, the solution of which also requires problem-solving
competence; there are, however, many inner-mathematical problems, the solution of which does not
come under the category of applications. This includes, for example, mathematical proofs. Problem-
solving competence is therefore a process-based goal that cannot be attributed exclusively to
application-oriented mathematics classes but rather is relevant to mathematics classes in general
(Strehl, 1979, p. 26). Other process-based goals that can be achieved in application-oriented
mathematics classes but are also relevant to mathematics classes in general and beyond is arguing,
reflecting (Radatz & Schipper, 1983, p. 20 et seqq.) and the use of suitable tools such as measuring
devices and digital tools.

There are also goals that are not specific to the content and processes of application-oriented
mathematics classes but rather go beyond this. These goals can in some cases also be achieved in
other subjects. One goal of application-oriented mathematics education is to increase motivation.
Substantive problems at the start of a learning process can achieve this goal particularly well (Maier
& Schubert, 1978, p. 14). Application-oriented mathematics classes can also contribute significantly
to the general goals of mathematics classes due to their link to the real life. Through the everyday
problems experienced in class that can be mathematically processed, the purpose of mathematics as a
subject becomes clear to students. The focus on application means the students can also be better
prepared for training, jobs, study and everyday life (Westermann, 2003, p. 148). The application
orientation on calculation problems suggests using the associated sciences to a greater extent.
Application-oriented mathematics class is a good point of reference for working with other subjects
but also with mathematics itself. The implementation of cross-subject projects is also a general goal
(Jahner, 1985, p. 25 et seqq.). During application-oriented mathematics classes, students also look at
social problems. Mathematics has a general educational nature (Westermann, 2003, p. 148). If this
happens in class, students are at least prepared to subsequently handle political, social and economic
problems thanks to the real applications (Maier & Schubert, 1978, p. 15). For example, the discussion
of tax models is a possible element of socially relevant content in application-oriented mathematics
class. Discussing social and political problems means students will ultimately have the competence to
take responsibility in society (see Blum, 1996; Kaiser-MeBmer, 1986; Greefrath, 2018).

CURRENT SITUATION IN TERMS OF MATHEMATICAL MODELLING IN GERMANY

Nowadays, application orientation is a natural component of mathematics classes and educational
standards in Germany. Modelling has been included as a competence in the educational standards
(KMK, 2012) and the curricula of the various federal states. The Standing Conference of the
Ministers of Education and Cultural Affairs in Germany has a general strategy on educational
monitoring since 2006. It aims to increase the focus on competence in the education system. The
general competence of modelling plays an important role in the subject of mathematics. In addition
to international student assessment studies (PISA, TIMSS), there are also national student
assessment studies and comparative studies (VERA). These tests are carried out in grades three and
eight of all comprehensive schools and look at the competence students have obtained at a given
point in time. The aim of the comparative studies is to give teachers differentiated feedback of the
requirements their students are meeting based on the educational standards. In addition, Germany
has a pool of advanced level qualification examination questions that federal states can use since
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2017. This is an important step in terms of improving the quality of the examination questions and
gradually aligning the level of requirements in the various federal states. The questions were
developed on the basis of the educational standards. Accordingly, there are elements of questions
that test the modelling competence in the German advanced level qualification examination
questions. In general, the examination requirements should include a balanced ratio of formal and
application-oriented questions (KMK, 2012, p. 24).

RESEARCH ON MATHEMATICAL MODELLING IN GERMANY

There are many research projects on mathematical modelling in Germany. There has been a
significant increase in the past ten years. In addition to this increase, there have also been
considerable methodological developments. This could be one reason for the changes in terms of
the type of research projects carried out on mathematical modelling in the past few decades.
Research projects on modelling now more commonly use experimental control group designs and
sophisticated statistical methods to analyse various research questions. Some research results on
mathematical modelling are presented below by way of an example.

Discussion of modelling cycles

In Germany, different modelling cycles are used and discussed intensively. The entire modelling
process is often presented in an idealised version as a modelling cycle. Idealised means that this
representation itself is also a model. These models of mathematical modelling can be accentuated.
The literature therefore contains various cycle representations of modelling. We are now presenting
some of these modelling cycles in order of increasing complexity of the step from the situation to
the model.

We use simple mathematising to describe modelling cycles in which just one step is used from the
situation to the model. This step is called “modelling/mathematization” in Ortlieb (2004) (see
Figure 2). Modelling is now the general term for the entire cycle process. In the past, this process
was also known as model building. Mathematization, as in the case of Ortlieb, is the standard term
for the step that ends with the creation of the mathematical model. A particularly clear
representation of this generally recognised model of modelling comes from Schupp (1989) and can
be broken down into the dimension of mathematics and the world, which is generally standard. An
equal distinction is also made between problem and solution in a second dimension.

p
[ mathematical 1 analysis | mathematical J

problem J simulation 4 result
\&
modelling interpretation
mathematization l
real problem / ]‘ validation ( real result /
phenomenon J‘ L description

Figure 2. Modelling cycle according to Ortlieb (2004, p. 23)

In the case of the models mentioned, it is often noted that the cycle is not always complete or can be
passed through several times. Buchter and Leuders (2005, p. 76) and MaaR (2015, p. 202) represent
this multiple passing through of the modelling cycle as a modelling spiral. This also makes
development during the modelling process clear. Experience with the problem increases after each
cycle. Here, too, a distinction is made between the real and the mathematical model, but the
specification of the problem is formulated as a separate step between reality and the model.
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One of the most well-known modelling cycles in Germany was described by Blum (1985, see
Figure 1). Here, an intermediate step is added for the creation of the mathematical model, with
simplification into the reality, the real model, being viewed as another separate step. This model
was developed together with Kaiser-Melmer (1986) and is used by many authors. Maal3 (2006) and
Kaiser and Stender (2013) also add the interpreted solution as an intermediate step between the
mathematical results or the mathematical solution and the real situation or reality (see Figure 3).

The intermediate step clarifies the different processes of “interpreting” and “validating” in the
second half of the modelling cycle.

A more comprehensive model of modelling by Blum and Lei3 (2007) was created from a cognitive
perspective (see Figure 4). The model created by Blum (1985) was expanded to include the
situation model. The creation of the mathematical model is addressed in greater detail and the
process of the individual creating the model is set out in greater detail. The situation model
describes the mental representation of the situation by the individual. The model by Fischer and
Malle (1985) also describes the step from the situation to the mathematical model in detail. The
addition of data acquisition is interesting here and plays a role in many open modelling or

application tasks. For example, a lot of information needs to be determined by estimation when
carrying out Fermi tasks.

mathematizing

oo Real model » Mathematical
s'mp“fy model
Real world Working
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REALITY MATHEMATICS
Figure 3. Modelling cycle according to Maaf3 (2006, p. 115)
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Figure 4. Modelling cycle according to Blum and Lei3 (2007, p. 225)
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The different models of modelling shown have different points of focus depending on their target
group, the subject matter of the research and the research interest. In particular, a distinction must
be made between normative and descriptive models of modelling. A certain model could be used to
describe the activities carried out by school students during an empirical investigation. Very
complex models such as those set out in Figure 4 are suitable for this. A cycle such as that set out in
Figure 2 could also be used in a normative manner as support for students when processing
modelling tasks in a classroom environment (Greefrath & Vorholter, 2016).

Measurement of modelling competence

The assessment of modelling competence generally depends on the underlying concept of a
competence. Modelling competence not only involve the ability to model but also a willingness to
address problems with mathematical aspects from reality using mathematical modelling (Kaiser,
2007, p. 110). For this, a written test was developed that confronts students with a selection of
situations that can be processed using mathematical methods (Hankeln, Adamek, & Greefrath,
2019).

In constructing a test, it is necessary to decide whether to use holistic or atomistic modelling tasks
(Blomhgj & Jensen, 2003). Holistic tasks require a full modelling cycle to be carried out while
atomistic tasks are pre-constructed and focus on one or two steps in the modelling process. The use
of holistic tasks is sensible when measuring general modelling competence. This has already been
done in various studies (Kreckler, 2017; Rellensmann, Schukajlow, & Leopold, 2017; Schukajlow,
Kolter, & Blum, 2015). In atomistic tasks, the students only need to process problems that require a
limited range of modelling competence. These tasks cannot be used to obtain information about
whether a person would generally be able to carry out a full modelling process. However, atomistic
tasks can be used to measure different modelling competencies separately from one another, which
is not possible with holistic tasks. There are already tests that use atomistic modelling tasks, but
these summarise various competencies (Brand, 2014; Zottl, Ufer, & Reiss, 2011). A test has
therefore been constructed that records the competencies of simplifying, mathematising,
interpreting and validating separately. Holistic tasks are not used due to the large number of test
items that would be required. One example item for the competency of simplifying is the one
proposed in the lighthouse task (see Figure 5).

The students’ task is to select all of the information that is relevant to the calculation of the distance
to the horizon. This multiple-choice item is thought to measure the competency of identifying
relevant quantities and key variables. This is part of the definition of the competency of
simplifying. Corresponding items for the other competencies were also developed. There are pre-
tests and post-tests, each with two groups in a multi-matrix design. Each test booklets consists of 16
items and takes 45 minutes to complete. An evaluation of the test instrument involving 3300
completed tests was able to show that the data collected can best be described using a four-
dimensional between-item model in which the various competencies are recorded as separate
dimensions of a latent construct. This result shows how certain the modelling competencies in
question can be empirically measured. It was also possible to conclude that the competencies of
simplifying, mathematising, interpreting and validating can be understood as different components
of a global modelling competence (Hankeln et al., 2019).

Promotion of modelling competence

Some research focuses on how to promote modelling competence in school using various different
tools. One example of a project that took into account the investigation of the promotion of
modelling competence is the LIMo project at the University of Munster (2015-2018). The aim of
the project was to investigate whether modelling competence can be promoted using digital tools
such as dynamic geometry software and using strategic tools such as a solution plan. In order to do
this, an interventional study was carried out in spring 2016 in a quasi-experimental pre/post/follow-
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up design in 44 grade nine classes in German grammar schools and the development of the
students’ competence was measured using a previously developed modelling test with items testing
the competencies. The intervention consisted of a series of four class sessions (each of 45 minutes)
on modelling tasks. During the class, for example, students had to calculate the lawn area of a castle
garden. A sketch of the castle garden was available for this (see Figure 6). The students initially had
to discuss which green areas belonged to the castle garden and what simplifications they could
make to calculate the area.

During their summer vacation, Marcus and Irina are standing on
top of a lighthouse and enjoying the view. “How far is it to the
horizon?* Irina asks.

Mark all of the following information that you consider to be important
to calculating the distance to the horizon.

htps:/upload wikimedia.org/wikipedia/commons/
bbfLouisbourg Lighthouse.jpg

O Between the lighthouse and the The two are standing on the Atlantic coast in
ocean, there are 25 m of sandy beach. France.

O There are no clouds in the sky. [:] The radius of the earth measures 6370 km.

i (— : . ) . - .

— | The lighthouse is 83 m high. The lighthouse’s light shines as far as 10 km.

Figure 5. The Lighthouse Task (translated): multiple-choice item that measures competencies in simplifying
a problem (Hankeln et al., 2019, p. 148)

s =

o

Figure 6. Sketch of the castle grounds (Hankeln, 2018, p. 152)

The 44 classes were broken down into three groups of approximately the same size. All of the
groups worked on the same modelling tasks, with one modelling task being completed in each
session. One group also used dynamic geometry software (GeoGebra), the second group used a
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five-step strategic solution plan with cognitive learning strategies in each step in the modelling
process that was available on posters and worksheets for the entire investigation, and the third
group used neither of the tools.

Only a short-term improvement in performance for the competencies of interpreting and validating
was able to be identified for the strategic solution plan for the entire sample of consisting of both of
the test groups investigated with and without a solution plan. There was a small effect of the point
at which the measurement was carried out. The investigation of group membership as a factor for
the development of competence showed that the solution plan has a minor effect on the
development of the competency of interpreting, while no interaction effect between the test group
and the time of measurement was able to be identified for the other competencies. In terms of long-
term competence development, with a further measurement point defined three months after the
class sessions, there was a long-term, stable increase in the competency of interpreting in the
solution plan group (Adamek, 2018).

In terms of the use of the dynamic geometry software, it was assumed that it was not the modelling
competencies that the students had at the first measurement point that had an impact on the
effectiveness of the intervention with or without DGS but rather their competence in using the
software that played a role. This assumption was confirmed in that no significant interaction effects
were able to be identified between the competencies at the first measurement point and the test
group. The class unit on DGS correspondingly had an equal effect on the competency development
of students who were initially stronger and those who were initially weaker. The analysis of the data
collected, however, showed that the factor of test group did not have a significant impact in any of
the competencies taken into account. Contrary to expectations, the competencies did not differ
accordingly (Hankeln, 2018).

The link between program-related self-efficacy, the competency of mathematization and the beliefs
on the dynamic geometry software were also analysed within the group with dynamic geometry
software. There is a significant correlation between program-related self-efficacy and the beliefs on
the software. Students who felt more confident about their competence with the tool rated the
software more positively and vice versa. It was also possible to show that the program-related self-
efficacy was a significant predictor for mathematization competency in the post-test, even if we
controlled for the pre-test. Students with a higher program-related self-efficacy improved their
mathematization competency more than students with a lower self-efficacy, albeit with a small
effect size (B = 0.16) (Greefrath, Hertleif, & Siller, 2018).

Competence to teach mathematical modelling

Teachers’ professional competence can be described using various models based on Shulman
(1986) in which the core areas of competence of teachers are described. Based on the model used in
the COACTIV study (Baumert & Kunter, 2013) and a theoretically derived dimensions of
competence by Borromeo-Ferri and Blum (2009), a model was developed specifically for the
teaching of mathematical modelling.

Certain aspects and areas of competence were selected from the COACTIV model (Baumert &
Kunter, 2013) with a focus on the teaching of mathematical modelling. In the field of professional
knowledge, pedagogical content knowledge is characterised by specific content with regard to the
teaching of mathematical modelling. The beliefs and self-efficacy can also be specified in terms of
mathematical modelling. Pedagogical content knowledge was broken down into four areas of
competence taking into account the dimensions of competence by Borromeo-Ferri and Blum
(2009). These include knowledge of interventions, modelling processes, modelling tasks and goals
of modelling. Diagnostic competence concerning knowledge of modelling processes, for example,
consists of the ability to identify modelling phases and the ability to recognise difficulties in the
modelling process. A quantitative test instrument on the teaching of mathematical modelling was

30



Mathematical modelling — Background and current projects in Germany

developed on the basis of the structural model. The test consists of two parts: in the first part,
modelling-specific pedagogical content knowledge is recorded in a performance test. In order to do
this, a total of 70 dichotomous test items were operationalised in a multiple choice and combined
single choice format. The items in the fields of knowledge about modelling processes and
knowledge about interventions relate to modelling tasks that are supplemented with text vignettes
on specific solution processes of students (example item, see Figure 7). In a second part of the
questionnaire, beliefs and self-efficacy with regard to mathematical modelling are recorded in five
scales. Abbreviated scales on constructivist and transmissive beliefs about teaching and learning in
mathematics based on Staub and Stern (2002) were used. The scale on the application aspect by
Grigutsch, Raatz and Torner (1998) was adapted to the content of mathematical modelling. A scale
representing the use of mathematical modelling in the classroom was developed. A newly
developed instrument which focuses on self-efficacy in the perception and rating of performance
heterogeneity was used to determine the expectations of self-efficacy. The full test has been
published (Klock & Wess, 2019).

Example item text vignette: container (grade 8)

Containers are used to store construction materials or
collect construction waste on many construction sites.
These containers have a specific shape to facilitate
loading and unloading. How much sand is in the
container shown?

STUDENT 1: It contains exactly 7,160,000 cubic
metres of sand. Can that be right?

STUDENT 2: It could well be right, you calculated it with your calculator.
STUDENT 1: Well yes. Then it's right.
STUDENT 3: It’s definitely right. I can imagine it.

Which phase of the solution process are the students mainly in? Please mark accordingly.

Mathematising i
Working mathematically i
Interpreting i
Validating i

Diagnose the students’ problem with working through the task in this situation. Please mark accordingly.
The students...

...have problems making assumptions. m

...are not checking their solution sufficiently for plausibility. m

...are drawing an incorrect conclusion from their mathematical result. o

...are using an unsuitable mathematical model. m

Figure 7. Example item text vignette (Klock & Wess, 2019, p. 22)
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When piloting the test instrument, data from 156 teacher training students (66.9% female) at
various universities in Germany were collected. At the point at which the data were collected, the
students were either at the end of their Bachelor’s degree (12.7%) or doing a Master’s degree
(87.3%). The results of the pilot study show that the structural model of the teaching of
mathematical modelling in this form was able to be empirically confirmed. Only the scale of
transmissive beliefs about the learning and teaching of mathematics showed no significant charge or
explained variation. Here further research is needed (Klock, Wess, Greefrath, & Siller, 2019).

Modelling in teacher training

The implementation of teaching and learning laboratories enables the inclusion of practical
elements in teacher training studies at an earlier stage. An important goal of teaching and learning
laboratories is the professionalization of future teachers through reflection on the teaching and
learning process (Putnam & Borko, 2000). The teaching and learning laboratory MiIRA™
specialising in modelling was developed at the University of Minster. It is integrated into the
training for grammar school teachers and consists of a lecture series with 12 seminar sessions and
additional blended learning formats in the field of the design of modelling tasks. The lecture series
consists of a theory-based preparatory phase, a practical phase and a reflection phase. The key
element in terms of content of all phases consists of modelling processes and sensitisation to and
potential-oriented handling of heterogeneity.

The preparatory phase of the seminar looks at selected backgrounds of mathematical modelling
(modelling cycle, modelling competencies) and the own working on a modelling task (Figure 8).
Individual promotion is discussed in connection with a productive way of handling heterogeneity.
Based on this, criteria for suitable modelling tasks are then created and tasks of this type are
developed by the teacher training students as part of a blended learning format with various
feedback cycles for use in the practical phase are developed. Criteria and indicators on specific
individual processes of modelling are then created to monitor and diagnose the students learning
processes in the teaching and learning laboratory sessions in this way. The development of
modelling tasks and the creation of a suitable catalogue of criteria which deals intensively with the
diagnostic individual processes forms the basis for the promotion of modelling-specific diagnostic
and task-based competence.

In the practical phase, a team of three teacher training students (Master of Education) supports a
small group of Grade 9 students with the processing of the modelling tasks they have created during
the 90-minute project sessions. The teams monitor the competencies of mathematical modelling in a
targeted manner and record these in the previously created monitoring sheet. The Grade 9 students
work on content that enhances the curriculum in motivating project contexts. This interlacing of
theory and practice in the context of diagnostic actions and tasks represents the practical promotion
of modelling-specific diagnostic and task-based competence.

During the reflection phase, the project sessions are first discussed in the form of written reflection
discussions so people can benefit from the experiences of other seminar participants. Cross-task,
theory-based group reflections on the respective areas of focus of the monitoring are carried out
taking into account the heterogeneity aspects of the learning groups monitored in particular. The
teacher training students added to their diagnostic assessments with feedback from their colleagues.
The knowledge obtained is then used to professionalise the participants’ own teaching activities and
to evaluate the modelling tasks they created. The teacher training students also reflect on and where
necessary adapt the modelling tasks in light of the criteria for good modelling tasks drawn up in the
preparatory phase. The experience and knowledge gained are summarised in a reflection report.
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Figure 8. Hot air balloon task: "How many litres of air are in this hot air balloon?"

As part of a study, an investigation was carried out to determine the extent to which aspects of the
modelling-specific diagnostic and task-based competence can be promoted among future teachers in
the mathematical teaching and learning laboratory MiRA™. Data were collected from 96 teacher
training students using a pencil and paper test in the pre-post design (Klock et al., 2019). In addition
to the experimental group at the University of Minster (N = 35) and the comparison group at the
University of Koblenz-Landau (N =43) where they used predefined modelling tasks, a baseline
group in Minster (N = 18) was also recorded to control the test repetition effect. It was shown that
the experimental group showed significant improvements with a major effect in the three aspects of
development, analysis and multiple solutions while the comparison group from Koblenz only
showed significant improvements with a moderate effect in the aspect of the analysis of modelling
tasks and the baseline group no significant changes. In terms of the aspect of modelling-specific
diagnostic competence, both the experimental group and the comparison group showed significant
improvements over time with a major and moderate effect respectively in the aspects of identifying
the modelling phase and difficulties in the modelling process, while the baseline group once again
showed no significant changes. Accordingly, the focus of the development of modelling tasks in the
teaching and learning laboratory at the University of Minster was reflected in the significant
developments that go beyond all aspects of modelling-specific task-based competence while the
promotion of diagnostic competence, which was deemed to be equal in both locations, was
demonstrated by the results of the difference analyses (Wess & Greefrath, in press).

Modelling with digital tools

When working on application-based problems in particular, a digital tool can support teachers and
students. Using digital tools in mathematics class can facilitate the introduction of more complex
applications and modelling into daily practice in the classroom (Henn, 2007). Digital tools are
currently frequently used for application-based problems to process models with complex function
terms, for example, or to decrease the calculation effort. Digital tools can be used in different ways
in class for the application and modelling.

One of these possible uses is experimenting or discovering (see Hischer, 2016, p. 180). For
example, dynamic geometry software or table calculations can be used to transfer a real situation
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into a geometric model that can be used for experimenting. A very similar activity to experimenting
is simulating real situations using the digital tools. Simulations are experiments with models that
aim to provide knowledge about the real system shown in the model or the model itself (Greefrath
& Weigand, 2012). For example, predictions about the population of a certain type of animal in
different environmental conditions are possible using a simulation. From an applied mathematics
perspective, simulations using digital tools can be seen as part of a modelling cycle in which a
numerical model developed from the mathematical model is tested to validate the conceptional
model by comparing it to the measurement results (Sonar, 2001). It is then possible to think about
the mathematical justifications for the solution that is obtained after the experiment or simulation.
Digital tools can be also used for visualisation in class. For example, specific data can be presented
using a computer algebra system or statistical application in a coordinate system. This can be the
starting point for the development of a mathematical model. A widespread use of digital tools is the
calculation of numerical or algebraic results that students would not be able to obtain without a
digital tool or would not be able to obtain in a reasonable amount of time. One example of this is
the calculation of optimal complex packaging problems such as milk packaging (Boer, 1993). If this
problem is addressed using functions and differential calculus, you get broken rational functions in
which the zero of the first derivative is difficult to determine using school mathematics. The
identification of algebraic representations from specific information is one of the calculations that
can be carried out using digital tools. If, for example, a functional equation is determined from the
existing data, the digital medium is also used as a calculation tool. This so-called algebraisation is
characterised by real data being input into the digital tool and an algebraic equation being obtained.
Controlling is also a sensible use of digital tools in learning processes. Digital tools can support
control processes, for example with the determination of functions of specific properties in different
ways. If, for example, a functional equation under certain conditions is sought, the corresponding
result can be controlled both by algebraic tracking of the calculations using a digital tool and by
using graphical or numerical processes, regardless of whether the result was obtained with a digital
tool or not. If digital media with internet access are used in mathematics classes, they can also be
used to research information, for example in connection with application contexts. Digital tools can
be used in mathematics class to carry out important and varied tasks. They do not, however, replace
the understanding of mathematical ideas. Digital tools can be used to support this understanding,
however, as they can provide assistance with the experimenting, visualisation and calculation of
examples. An exploratory phase with the digital tool is an important aid to in-depth understanding
of a central concept.

The various uses of digital mathematical tools are effective in different parts of the modelling cycle
in application-oriented tasks. Control processes generally belong in the final stage of the cycle. The
calculations are carried out using the mathematical model created, which for example is a function
in the analysis. A more precise analysis shows that the digital tools can be sensibly used when
modelling in all phases of the modelling cycle.

If you look at the step of calculating using digital tools in greater detail, the processing of modelling
problems using a digital tool requires two translation processes. The modelling task first needs to be
understood, simplified and translated into the language of mathematics. The digital tool can,
however, only be used when the mathematical expressions have been translated into the language of
the digital tool and a digital tool model has been developed. The results from the digital tool then
have to be transformed back into the language of mathematics. Ultimately, the original problem can
be solved if the mathematical results relate to the real situation. These translation processes can be
set out in an expanded modelling cycle (see Figure 9) which, in addition to the real world (“rest of
the world”) and mathematics also takes into account the digital tool (see Savelsbergh et al., 2008;
Greefrath, 2011). Current studies (Greefrath & Siller, 2017) show, however, that an integrated
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modelling cycle in which digital tools can be used in each step better describes actual modelling
activities with digital tools (Greefrath, 2018).

computer model
real model & problem
& problem o — O
mathematical
model & problem
real situation E{\}' ‘Z/\\’L situation
& problem | 3 _ \ model
mathematical
real L] results - ]
rest of results computer
the results
world
mathematics technology

Figure 9. Possible use of digital tools in modelling cycles (Greefrath, 2011, p. 303)
MATHEMATICAL MODELLING IN SCHOOLS

Modelling has been much discussed in the German-speaking world in both mathematics education
and school practice since the ISTRON Group was founded in Germany in the year 1990. There are
a wide range of materials for how modelling can be taught in class (e.g. materials for reality-based
mathematics classes ISTRON or material for mathematics course units MUED). Various
approaches are followed to establish links to reality and modelling more strongly in schools. The
possibilities that Fermi tasks and solution plans offer are presented below by way of an example.
Challenges in the classroom can be also set out.

Challenges

Application-oriented tasks are not used as intensively as would be desirable in classrooms for a
variety of reasons. There are, for example, organisational, personal and material-based obstacles.

Tasks on applications and modelling tasks often require longer to process than the time available in
class. Extensive research or experiments sometimes need to be carried out for applications of this
type. Project work is ideal for this if it appears to be organisationally possible. It is also difficult to
include correspondingly extensive tasks in examinations. This in turn has an effect on the actual use
in class and the students’ motivation. The use of tasks from contexts outside of mathematics
presents both students and teachers with new challenges. There may be personal reservations about
challenging or additional activities (such as simplification and translation in the mathematical
model) in mathematics classes. For teachers, too, application-oriented mathematics classes require a
lot of different competencies (Blum, 2015).

Nowadays there are many materials that include links to the real world, but material and modelling
tasks are not yet sufficiently well integrated into many schoolbooks that additional materials are not
required. One difficulty when it comes to modelling tasks is the issue of the assessment of students’
work. Maafl (2007) suggests that both the mathematical calculating and the modelling process be
included in the assessment. She proposes that the development of the real model, the interpretation
of the solution, the critical reflection, the documentation and the type of approach also be included
in addition to the mathematical calculating.
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Students may also have difficulties in many cases in application-oriented classes (Blum, 2015).
Problems may occur in many places when working on modelling tasks in particular, which should
be clarified on the modelling cycle (Maal3, 2004). Problems can occur when creating the real model
and the mathematical model in the first steps of the idealised modelling cycle. False assumptions
may be included in the model or the real situation inappropriately simplified. Students often do not
have knowledge of relevant quantities, for example in terms of lengths and numbers. In the case of
these difficulties, the text of the task and the representation of the problem play a particular role. A
clear drawing can often have a positive impact on the understanding of the problem. Problems can
also occur when transferring the real model to the mathematical model. It depends, among other
things, on the available mathematical models, for example linear functions. False symbols and
algorithms may be selected, or mistakes may be made in the formulas. Problems can also occur
when working in the mathematical models. Students often identify the mistakes in calculation
themselves in modelling tasks, but they need a suitable opportunity. The interpretation and
validation of the results of the mathematical model are often not taken seriously enough. Students
are often lacking control competence, particularly when it comes to considering the plausibility.
Validation in particular must be addressed in greater detail (Maull & Berry, 2001).

While the difficulties mentioned can be specifically attributed to specific points in the modelling
cycle, there are also difficulties that affect the entire modelling process. Students may lose their
overview and stop pursuing their solution plan or not create a link to mathematics to further process
their solution plan. It is also problematic when students are unable to show their work, because they
do not document their work in sufficient detail. This means that their competence is very difficult to
assess (Maal3, 2004). Here it is helpful if the students get a clear structure for their work.

There are various options to counteract these difficulties that may arise for students working on
modelling tasks. On the one hand, there are tasks on particular competencies of modelling enable
certain areas of the modelling cycle such as validation to be targeted (for example Fermi tasks), and
on the other strategic solutions plans that were specifically developed for modelling tasks. Making
students aware of the modelling by setting out the cycle can prevent mistakes that affect the entire
modelling cycle (Greefrath, 2018).

Example: Fermi tasks

Fermi tasks can be characterised as specific modelling tasks (Kaiser & Stender, 2016). Fermi tasks
are under-determined, open tasks with a clear end goal but unclear starting point and an unclear
transformation with the focus on the data acquisition, mostly through multiple instances of guess
work. They are named after the nuclear physicist and Nobel prize winner Enrico Fermi (1901-
1954). He was known for his rapid solution of problems for which there were practically no data.

The classic example of a Fermi task is the determination of the number of piano tuners in Chicago.
There is initially no information on this. It is possible, however, to gradually estimate the quantity
by making sensible assumptions about the number of inhabitants in Chicago, the size of a
household, the percentage of households with a piano, the period of time between two piano
tunings, the duration of a piano tuning session and the workload of a piano tuner with an accuracy
of around 100, thereby sensibly answering the question. The answer is therefore determined by
making a suitable selection and sensibly estimating the intermediate data.

Other than their openness, Fermi tasks are also characterised by their link to reality and a certain
accessibility. They are challenging and do not merely stimulate the person tackling them to ask
further questions but also to use mathematics in the world. The term Fermi tasks is also used in a
broader sense for open tasks in which the task consists of just a question or a small amount of
information and where applicable a figure. When using Fermi tasks in mathematics classes, the
focus is less on the calculation and more on the other steps in the modelling cycle such as
simplifying and validating. Fermi tasks can teach students how to handle inaccuracy, which often
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does not take on a particularly significant role in mathematics classes. Fermi tasks promote
estimation and working with inaccurate information in particular. Mathematising to models which
are as simple as possible also plays an important role. Fermi tasks in the broader sense can also
focus on researching and experimenting and on finding various approaches. Students also learn to
ask questions themselves and develop heuristic strategies. They use everyday knowledge and
calculate using quantities (Biichter, Herget, Leuders, & Miiller, 2006; Leuders, 2001, p. 104).

Fermi tasks are used regularly in German comparative studies in Grade 8. A more precise
investigation of nine Fermi tasks of this type from tests in the years 2015-2018 showed that all of
the items could be assigned to the field of arithmetic and they can generally be assigned to the
general idea of measurement. Mathematical modelling is felt to be the most important process as a
general competence in almost all cases. The openness of the task is generally achieved (solely)
through an unclear starting position. This openness is mostly based on information being missing
from the task text. There are, however, three tasks that cannot be deemed to be either under-
determined or over-determined. The authenticity found in almost all of the tasks is achieved by an
authentic situation. In one case, however, a hypothetical problem is given (whether the routes to
school of all of the students in a school could be longer than the distance from the earth to the
moon), so in this example we cannot refer to an authentic context. In almost no instances can the
use of mathematics be seen as authentic. None of the tasks used is currently really relevant to the
students themselves. To solve most of the tasks, the students need to work along a modelling cycle.
All of the competencies of modelling occur in almost all of the Fermi tasks. Only one task aims to
estimate the length of a bee using a photo with a focus on only very few modelling competencies.
The assumption can be made that the full modelling cycle will not be worked through but that only
simplification is needed to successfully estimate the answer. Fermi tasks are a good opportunity to
include authentic situations in tests and examination questions. For example, the volume of a
dustbin should be determined using a photograph. In this way, test and examination questions can
be more open and include contexts relevant to students. This promotes modelling competence and
this aspect is then included in class development. This is possible at varying degrees of difficulty,
which may be dependent on the number of quantities (like number, length, weight) used (Greefrath,
2019).

Example: strategic solution plans

One option to help students working on modelling tasks is to use strategic solution plans. These are
often based on steps in the modelling process or competencies that play an important role in
modelling. Solution plans can help students process modelling tasks. As part of the DISUM project,
Blum (2010) developed a solution plan for students based on a simplified modelling cycle. This
solution plan comprises four steps: understanding the task, creating the model, using mathematics
and explaining the result. Each step is explained to students using a question and a number of
explanatory points.

Blum’s solution plan is one of what are known as indirect general strategic tools as it makes
reference to general technical modelling methods but in principle does not provide any specific
assistance based on the content of the task. The universality of the strategic tool, however, is left out
in favour of content-based information in two steps of this solution plan. The reference to equations
and Pythagoras’ theorem means that the strategic tool is content-based. This solution plan can be
edited for students. Its use can also be practised using sample tasks. In a study by Schukajlow, Krug
and Rakoczy (2015) as part of the DISUM project, significant differences in student performance
were able to be demonstrated when modelling using this solution plan with reference to the content
area of “Pythagoras’ theorem”. Teaching using the solution plan proved to be a more effective form
of teaching and learning. In addition to this, students in the solution plan group also have perceived
stronger the use of the solution plan.
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A five-step solution plan was used in the LIMO (“Losungs-Instrumente beim Modellieren”
[Solution tools in modelling]) project at the University of Minster. This solution plan comprises the
steps: 1) Understanding and simplifying, 2) Mathematising, 3) Working mathematically, 4)
Interpreting, and 5) Controlling. Five steps have been selected to highlight the step of validating the
result and the path to a solution (Adamek, 2018).

The actual path to a solution does not always follow the same route as the respective predefined
solution plan. Even if students’ solutions that are fixed in writing are sometimes similar in structure
and based on the solution plan, the detailed solution process varies considerably. This recalls the
individual modelling routes described by Borromeo-Ferri (2018). Whether or not the solution plan
plays a role in the solution process or merely impacts the outcome, the key question in the
assessment is the effectiveness of these plans in providing assistance with the solution. The
assumption should be made that there are students who will find it extremely difficult to use a plan
of this type and others who will only need a short introduction to use the plan (Greefrath, 2018).

OUTLOOK

On the one hand, mathematical modelling is a fixed component of the current educational standards
and schoolbooks in Germany. On the other hand, as in most countries, applications and modelling
play a less significant role in everyday teaching and classroom activities. The empirical results
presented show some areas of focus of research on modelling and application in the past few years
in Germany. New test instruments provide opportunities for research and development of teaching
and learning. The impact of digital tools on school practice and research projects on mathematical
modelling is seen as an important task. Effective promotion of modelling competence among
students and the professionalization of future teachers are currently the core elements of research.
At the same time, tools and strategies are being developed and researched to help students to model
problems independently and train teachers to teach mathematical modelling (Barquero, Carreira, &
Kaiser, 2017; Greefrath & Vorhdlter, 2016). In the future, digital media could offer new impetuses
for mathematical modelling both for classes in school and for research methods at universities.
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Resumen

En este trabajo se aborda una revision de los avances de investigacion desarrollados en Espafia
sobre el uso de la modelizacion en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Se
pretende obtener una recopilacion organizada de los trabajos realizados en los Gltimos afios. Una
de las caracteristicas de los estudios descritos es la variedad de enfoques tedricos que se utilizan y
que, sin duda, da cuenta de la diversidad de investigaciones realizadas en nuestro pais centradas
en la modelizacion; un area de investigacion que ya cuenta con una larga tradicion en el ambito
internacional y que, en los ultimos afos, se ha enriquecido de las contribuciones internacionales de
distintos grupos de investigacion espafioles.

Palabras clave: modelizacion, EMR, resolucién de problemas, educacion obligatoria, educacion
superior, formacion de profesores.

Abstract

This work deals with a review of the research advances developed in Spain on the use of modelling
in the process of teaching and learning mathematics. The aim is to obtain an organised compilation
of the work carried out in the last years. One of the characteristics of the described studies is the
diversity of theoretical approaches that are used and that, undoubtedly, reflects the variety of
research done in our country focused on modelling; a research area that already has a long
tradition in the international context and that, in the last years, has been enriched by the
international contributions of different Spanish research groups.

Keywords: modelling, RME, problem solving, compulsory education, high education, teacher
training.

INTRODUCCION

El objetivo de esta contribucion es mostrar un panorama de la investigacion realizada en nuestro
pais centrada en el uso de la modelizacion. Tal y como veremos, se trata de una investigacion
diversa — tanto en los objetivos perseguidos por los diferentes grupos de trabajo como en las
perspectivas tedricas en que se basan — que ha interesado a numerosos investigadores de nuestro
pais. En efecto, no resulta sorprendente que la modelizacién sea, desde hace ya hace varias décadas,
un tema de investigacion central en el area de investigacion de didactica de las matemaéticas en el
ambito internacional. Ciertamente, cuando nos preguntamos por qué es necesario aprender
matematicas una de las respuestas inmediatas es porque éstas resultan fundamentales para entender
y enfrentarse al mundo. Asi, los alumnos requieren, cuando se les presenta un concepto matematico
—y por tanto, a menudo, abstracto— nuevo, entender “para qué sirve”, “a qué se aplica”.

Desde la comunidad de investigadores en Educacion Matematica se ha dado respuesta a esta
necesidad promoviendo investigaciones ligadas a la conexion entre matematicas y realidad. La
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Educacion Matemaética Realista (EMR), que se remite a la fenomenologia didactica de Freudenthal
(1983, y también Puig, 2001), incide en que las matematicas poseen un valor educativo en tanto que
permiten comprender cOmo se organiza nuestro entorno social y cultural. Esta perspectiva propicia
un enfoque educativo universal en el que, aunque que no todos los que aprenden matematicas van a
ser usuarios profesionales de las matematicas, las matematicas si que pueden ayudarles a resolver
problemas cotidianos.

Asi, la EMR trajo consigo una perspectiva novedosa en el uso de contextos en la educacion
matematica: los contextos considerados no s6lo como un area de aplicacion de las matematicas
aprendidas sino también como elementos clave en la introduccion de conceptos matematicos.
Cuando las matematicas se aplican en una situacién extra-matematica a traves, por ejemplo, de un
problema contextualizado, se distinguen una serie de pasos que incluyen el proceso de comprension
y de simplificacién de la situacion, la reformulacion de la situacion en términos matematicos (la
obtencion de un modelo), el trabajo matematico a partir de ese modelo y la evaluacion o validacion
del resultado matematico obtenido en términos de la situacién original. En la literatura existen
numerosos esquemas 0 modelos que recogen, con mas o menos detalles, este proceso que, como
cabe esperar, es ciclico, ya que las fases finales de validacion pueden obligarnos a iniciar un nuevo
recorrido para hallar un modelo mejor que dé una respuesta mas ajustada a la situacion de partida.
La primera descripcion esquematica del proceso de resolucion de una tarea de modelizacién se debe
a Pollak (1977) que expone y explica —por primera vez— el ciclo de modelizacion que, durante los
30 afios siguientes, ha dado lugar a otros muchos (cada uno con sus particularidades). En
Borromeo-Ferri (2006) se analizan y comparan diferentes ciclos de modelizacion y se recogen los
maés utilizados en la literatura.

De la descripcion del proceso de modelizacion se infiere que la resolucion de una tarea de
modelizacion exige, desde el punto de vista del resolutor, una alta demanda cognitiva. En efecto,
ésta se refleja en las dificultades de los estudiantes, tal y como muestran algunos estudios empiricos
(véase, por ejemplo, Galbraith y Stillman, 2006). Las primeras dificultades al resolver tareas de
modelizacién derivan de la importancia del contexto, en este sentido, De Lange (citado en Van den
Heuvel-Panhuizel, 2019) explica que los contextos son la via para desarrollar conceptos, pero hay
que tener cuidado de no viajar en el tren que va por la via equivocada. Respecto a la importancia de
escoger un contexto adecuado, es recomendable leer el trabajo que Pollak publico en uno de los
primeros numeros de la revista Educational Studies in Mathematics en 1969. En él, el autor
describe y analiza algunas tareas contextualizadas. En particular, reflexiona sobre los enunciados de
algunos problemas —similares a algunos habituales en los libros de texto— en cuya formulacion
encontramos palabras que configuran contextos, que segun Pollak (1969), simplemente hacen que
el problema ““suene mejor” (p.394). Sirva como ejemplo el siguiente:

El anuncio de un ventilador eléctrico dice que éste mueve 95,5 metros cubicos de aire por minuto.
¢Cuanto tiempo tardara el ventilador en cambiar todo el aire de una habitacion cuyas dimensiones
son 8 metros de ancho, 7’5 metros de largo y 3 metros de alto?

En este caso, del contexto del problema se interpreta que todo el aire de la habitacidn se elimina antes
de que entre aire nuevo, sin embargo esto no es verdad: el aire previo se mezcla y se diluye. Por tanto,
no cualquier contexto sirve cuando queremos utilizarlo para introducir un contenido matematico.

Por otro lado, en muchas ocasiones el contexto del problema no tiene influencia real en su resolucion,
en efecto, la mayoria de los problemas “contextualizados™ que se encuentran en los libros de texto se
resuelven con éxito directamente siguiendo los siguientes pasos: ignora el contexto, extrae los datos
del texto y realiza un calculo siguiendo un esquema que, en la mayoria de los casos, consiste en
reproducir el Gltimo procedimiento trabajado en clase. Estos procedimientos, que inciden en ignorar el
significado que el contexto pueda aportar al enunciado del problema, provocan que a menudo las
matematicas sean algo que no tiene demasiado sentido para los estudiantes o, en el mejor de los casos,
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que las vean como una herramienta potente con propiedades magicas (Schoenfeld, 1991, p. 327). Asi,
una de las cuestiones que interesan en las investigaciones basadas en el uso de tareas de modelizacién
es analizar, a partir de la actividad tanto del alumno como del profesor, aspectos relativos al disefio y
a la resolucion de tareas que promuevan un aprendizaje comprensivo (y no simplemente basado en la
reproduccion o en la mera aplicacion de procedimientos).

A lo largo de esta introduccion se han tratado algunos elementos que articulan la investigacion
centrada en el uso de la modelizacion en la ensefianza de las matematicas: la naturaleza de los
contextos, el disefio de tareas de modelizacion, el analisis del proceso de resolucion o la
observacion de los estudiantes al resolverlas. Las investigaciones realizadas en Espafia en este
campo parten, como veremos, de la idea de mostrar las matematicas a través de contextos de forma
que los estudiantes puedan darles sentido de forma significativa e integrada. Sin embargo, como
pondremos en evidencia en los apartados siguientes, existen elementos diferenciadores en las
investigaciones desarrolladas por los distintos grupos de trabajo. Especialmente, aparecen
diferencias notables en los enfoques tedricos en que se basan las investigaciones, y esto, sin duda,
es una caracteristica sumamente enriquecedora que, sin embargo, puede repercutir en que existan
dificultades de comunicacidn entre los diferentes investigadores que comparten intereses comunes.

La investigacion relativa a la modelizacion es amplia y diversa, desde trabajos de perfil tedrico
hasta investigaciones centradas en el disefio y analisis de recursos basados en el uso de la
modelizacion. En los avances realizados en Espafia en los Ultimos afios, las investigaciones
desarrolladas abarcan desde la educacion infantil hasta la formacion de profesores, pasando por la
educacidn obligatoria y la universitaria. Dada la heterogeneidad de las tematicas y de los enfoques,
no es sencillo categorizar de forma univoca los trabajos, ni tampoco unificar las perspectivas
tedricas utilizadas. El objetivo de esta contribucion es mostrar, de forma accesible, un panorama de
los avances realizados y del impacto de estos en la investigacion del campo de la modelizacion a
nivel internacional.

Para estructurar la presentacion de los avances, se organizaran las investigaciones segun los niveles
académicos a los que se refieran. Asi, en la primera parte del capitulo se describiran los estudios
centrados en el uso de la modelizacion en la ensefianza de las matematicas desde las primeras
edades (educacion infantil), hasta los cursos de transicion a la universidad (bachillerato). En la
segunda parte, se tratara, a partir de la exposicion de diferentes trabajos, la necesidad de introducir
la modelizacion en la ensefianza de las matemaéticas en los estudios universitarios de caracter
cientifico-técnico. Finalmente, se recopilaran los resultados de algunas investigaciones centradas en
las dificultades derivadas de incorporar la modelizacion en la practica docente y, por ultimo, se
relacionaran con las investigaciones relativas a la formacion de profesores en modelizacion. En el
apartado de conclusiones se estableceran algunas lineas de investigacion abiertas.

INVESTIGACIONES BASADAS EN EL USO DE LA MODELIZACION EN LA
EDUCACION NO UNIVERSITARIA

En la introduccion, se ha planteado la necesidad de incorporar problemas contextualizados a través
de los cuales los estudiantes puedan dar sentido a conceptos matematicos, sin embargo, es
fundamental reflexionar sobre la naturaleza de estas tareas (y de los contextos involucrados) para
que realmente se resuelvan siguiendo un proceso de modelizacion y no simplemente aplicando
procedimientos matematicos de forma mas o menos mecanica. Estas cuestiones pueden tratarse
desde dos perspectivas complementarias en funcion del uso que se haga de la modelizacion en el
proceso de ensefianza. En efecto, tal y como apuntan Julie y Mudaly (2007), la modelizacion puede
ser el vehiculo para promover el aprendizaje de un contenido matematico concreto; pero también
puede introducirse en el proceso de ensefianza y aprendizaje como un contenido en si mismo, a
partir de tareas cuyo objetivo es promover el desarrollo de la competencia matematica en el
alumnado.
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El término competencia matematica se refiere, siguiendo a Rico (2006), a “las capacidades de los
estudiantes para analizar, razonar y comunicar eficazmente cuando resuelven o enuncian problemas
matematicos” (p. 49). Sin embargo, en la definicion de Niss (2003) se enfatiza el aspecto funcional
de la competencia matematica, lo que implica incidir en el contexto de la actividad matematica;
para este autor, la competencia matematica es la capacidad de utilizar las matematicas en una
variedad de contextos en los que las matematicas pueden jugar un papel. En Rico (2009) se recogen
las aportaciones de diversos expertos en educaciéon matematica de nuestro pais centradas en la
construccién de modelos y en la resolucion de problemas como elementos clave en el desarrollo de
la competencia matematica. Como se mostrara a continuacion, una parte de las investigaciones
desarrolladas en nuestro pais se centra en la relacion entre competencia matematica y el proceso de
resolucion de tareas de modelizacion, mientras que otros trabajos se centraran en el uso de la
modelizacion como via para introducir contenidos matematicos.

Modelizacion en Educacion Infantil y Primaria

Ruiz-Higueras, Garcia y Lendinez (2013) plantean como las actividades de modelizacién pueden
permitir al alumnado de Educacion Infantil establecer conexiones entre el mundo sensible y un
modelo de éste, lo que conlleva la problematica del disefio de situaciones que les permitan construir
con sentido conocimientos matematicos. En su propuesta describen una secuencia de situaciones,
todas ellas en contextos muy cercanos a la realidad de los alumnos de esta edad, que les permiten
construir conocimientos matematicos. Se plantean, por ejemplo, actividades basadas en el
empaquetado de regalos, la construccion de puentes para jugar con coches, la localizacion o
ubicacion de un objeto a partir de un mapa o la descripcién mediante un esquema escrito del
recorrido de una persona que se desplaza en un plano. Todas las tareas ponen en juego
procedimientos ligados a la orientacion espacial, pero también a la medida, al conteo o a la
comunicacion oral y escrita de argumentos matematicos. Ademas, en base a los resultados del
andlisis de la implementacién de las propuestas planteadas, los autores concluyen que la interaccion
de los alumnos de infantil con el medio real a través de estas actividades de modelizacion resulta
clave para activar competencias matematicas.

Ruiz-Higueras y Garcia (2011) disefian una experiencia para Educacion Infantil que parte de una
cuestion inicial (generatriz): ;cdmo alimentar a unos gusanos de seda con hojas de morera? Se trata
de una cuestion que no es abordable directamente por los estudiantes; la investigacion se centra en
analizar cobmo la maestra deriva cuestiones graduadas en dificultad creciente para responder a la
cuestion inicial. Se concluye que, a partir de estas cuestiones y de su organizacion en el desarrollo
de la actividad matematica, se pueden construir procesos de modelizacién matematica. En Ruiz-
Higueras (2008) se presentan una serie de situaciones que permiten a los alumnos de Educacion
Primaria construir, de nuevo a través de una secuencia de cuestiones matematicas de complejidad
creciente, modelos de sistemas ubicados en dominios cercanos a su realidad. Una de las situaciones
presentadas parte del cambio de cromos, una actividad habitual en los patios de recreo de todas las
escuelas que da lugar a una actividad matematica muy rica en la que se trabaja el concepto de razon
de cantidades y el procedimiento de la comparacion de razones; ademas, la situacion constituye un
escenario idoneo para que los estudiantes den un sentido funcional a sus conocimientos relativos a
la multiplicacion y la division.

En Educacion Primaria algunas investigaciones han analizado propuestas didacticas que partian de
una cuestion inicial que, a priori, parece no abordable por los estudiantes, pues consiste en obtener
una estimacion de una magnitud no alcanzable. Esta clase de problemas, también conocidos como
problemas de Fermi, son aquellos que se resuelven obteniendo una estimacion razonada de cantidad
que, por su tamafio, no podemos concebir sin recurrir a algin procedimiento, algoritmo o esquema
matematico. Se trata, por tanto, de problemas aparentemente sencillos en su formulacién pero que,
segun el contexto de la pregunta, pueden tener un papel importante en relacion a la comprension del
entorno y, en ocasiones, relevancia social. Durante los Gltimos afios, varios investigadores
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espafoles se han interesado en este tipo de problemas que, tal y como muestran los resultados de
diferentes investigaciones, promueven la generacion de modelos por parte de los estudiantes vy,
ademas, tienen la ventaja de ser accesibles (Arlebéck, 2009).

En el trabajo de Stohlman y Albarracin (2016) se recapitulan y categorizan las investigaciones
sobre el uso de la modelizacién en la Educacion Primaria concluyendo que la modelizacion da la
oportunidad, en los grados elementales, de introducir procesos de modelizacion y de promover
resultados a largo plazo que deberian analizarse a través de investigaciones basadas en estudios
longitudinales. En Albarracin y Gorgorio (2019) se presentan los resultados del analisis cualitativo
de una experiencia desarrollada con alumnos de 10 y 11 afios. Los resultados muestran que, en
efecto, los problemas de estimacion de grandes cantidades dan la oportunidad a alumnos de corta
edad de desarrollar modelos matemaéticos y que, por tanto, son una herramienta Util para introducir
la modelizacion en la Educacion Primaria.

En Pla-Castells, Ferrando y Robledo (2019) y en Pla-Castells y Ferrando (en prensa) se describe y
analiza una secuencia de problemas de Fermi disefiada usando una técnica heuristica consistente en
reducir y ampliar las dimensiones de la cuestion inicial para hacerla accesible a estudiantes de
segundo de primaria. La cuestion inicial de la secuencia era: ¢hay suficientes habitantes en tu
localidad para rodearla formando una cadena humana? Partiendo de este problema, inaccesible para
los alumnos, se plantean otras preguntas mas sencillas (reduccion) que permiten que los estudiantes
desarrollen estrategias de resolucion. A continuacion, a través de una secuencia graduada de nuevos
problemas (ampliacion), se promueve que los alumnos apliquen sus estrategias y las generalicen,
dando respuesta a la cuestion inicial.

En Albarracin, Ferrando y Boliart (2017) se presenta un estudio centrado en analizar la evolucion
de las estrategias de resolucion de un mismo problema de Fermi propuesto a alumnos de edades
comprendidas entre 8 y 16 afios (participaron alumnos de 2°, 4° y 6° de Educacion Primariay 2°y 4°
de Educacion Secundaria Obligatoria). El problema planteado consiste en obtener un numero
estimado del niamero de posibles asistentes a un concierto celebrado en el patio del centro escolar
(que tiene forma rectangular). Pese a las limitaciones del estudio, se identifica una evolucion de los
modelos identificados que se interpreta desde dos perspectivas. Por un lado, los resultados del
andlisis permiten identificar elementos relativos a la comprension del concepto de area y a los
procedimientos implicados en la medida de esta magnitud en cada nivel; por otro lado, se puede
deducir el tipo de actividad de estimacion (teniendo en cuenta no solo la magnitud implicada, sino
otros aspectos ligados al contexto de problema) que puede resultar adecuada a cada edad.

Modelizacion en Educacion Secundaria

De las investigaciones previamente descritas, se deduce que los problemas de Fermi promueven en
los estudiantes el razonamiento basado en el uso de modelos y tienen la ventaja de que, aunque a
priori pueden resultar desconcertantes (los alumnos no estan acostumbrados a resolver tareas sin
datos numéricos), después de una breve reflexion, son capaces de abordarlos sin excesiva dificultad.
En la tesis doctoral de Lluis Albarracin se plantea una investigacion empirica basada en analizar las
respuestas de estudiantes de Educacion Secundaria a una serie de problemas de Fermi, con el
objetivo de categorizar estrategias de resolucion (Albarracin, 2011). De su investigacion inicial se
deducen algunos resultados interesantes: en base al analisis de las producciones de los estudiantes
se infiere que los problemas de estimacion planteados dan la oportunidad a los resolutores de, en
base a su creatividad y en funcion de su nivel de competencia matematica, producir diferentes
estrategias que llevan a una solucion correcta. Para ello, los estudiantes deben simplificar la
realidad, distinguiendo variables necesarias y accesibles y, asi, desarrollar modelos que varian en
funcion del contexto del problema (Albarracin y Gorgorid, 2013, 2014).

En relacion a los problemas de Fermi, durante los ultimos afios se han realizado diversas
investigaciones centradas en analizar un tipo concreto de problemas de estimacion: aquellos que
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consisten en obtener el nimero aproximado de elementos en un area acotada. Por un lado, a partir
de la definicion de modelo de Lesh y Harel (2003), Gallart, Ferrando, Garcia-Raffi, Albarracin y
Gorgorié (2017) presentan una herramienta que permite analizar los modelos matematicos
producidos por los estudiantes cuando se enfrentan a estos problemas de modelizacion. Esta
herramienta, utilizada en un andlisis comparativo entre estudiantes con y sin experiencia en
modelizacion, permite identificar elementos diferenciadores en los modelos producidos por
estudiantes con experiencia previa. En Ferrando, Albarracin, Gallart, Garcia-Raffi y Gorgorid
(2017) se muestra que los alumnos que ya se han enfrentado a tareas de modelizacion (no
necesariamente problemas de Fermi) son capaces, desde el primer momento, de utilizar conceptos
matematicos formales y, ademas, los modelos utilizado son mas complejos.

Las investigaciones realizadas con problemas de Fermi ponen de manifiesto que este tipo de
problemas permiten integrar las matematicas escolares con los conocimientos derivados de la vida
cotidiana, promoviendo, por tanto, una mejor comprensiéon del mundo por parte de los estudiantes.
Ademas, el grado de autenticidad de la formulacion de los problemas planteados resulta clave para
que los estudiantes se cuestionen sobre la validez de la respuesta obtenida, promoviendo la fase de
validacion del proceso de modelizacién y, ademas, les permite contrastar sus respuestas con otras
(las de diferentes medios de comunicacion, en problemas como aquellos que se contextualizan en
manifestaciones multitudinarias). Este proceso fomenta sin duda el desarrollo del pensamiento
critico y ayuda a que los estudiantes aprecien el valor de las matematicas en su papel de ciudadanos
que se cuestionan la informacion recibida (Albarracin y Gorgorio, 2015, 2018). Los resultados de
estas investigaciones estan en linea con los trabajos centrados en el contexto, entre los cuales, de los
realizados en nuestro pais, destaca la contribucion de Alsina (2007) en el 14° estudio del ICMI y
también el enfoque de la modelizacion como via para introducir contenidos transversales tales como
los planteados por Sala, Font, Giménez y Barquero (2017).

En el trabajo realizado por Aymerich, Gorgori6 y Albarracin (2017) se describe un estudio
exploratorio cuyo objetivo central es caracterizar los modelos obtenidos por los estudiantes a partir
de una herramienta de andlisis que también se basa en la definicion de modelo de Lesh y Harel
(2003). Sin embargo, la particularidad de este estudio es que se incorpora una representacion en
forma de grafo, esto permite analizar la estructura de los modelos producidos y, de esta forma,
compararlos segun su complejidad. Otra singularidad de esta investigacion es que el contexto de la
actividad disefiada implica que los estudiantes analicen e interpreten datos mediante técnicas
estadisticas; en efecto, la tarea (adaptada de una actividad del proyecto NRICH), consistia en que
los alumnos, a partir de los datos de los sueldos de los empleados de cinco empresas, obtuvieran
una idea de la estructura de cada empresa y las clasificaran en base a sus propios criterios.

Por su naturaleza matematica, se pueden establecer conexiones directas entre los contenidos del
bloque de analisis y algunos elementos del proceso de modelizacion. En particular, es posible
trabajar el concepto de funcién entendida como modelo de una relacion entre variables que
cuantifican propiedades de un fendmeno o contexto dinamico. Las investigaciones que describimos
a continuacion siguen lo que algunos autores han denominado modelizacién funcional, entendida
como la produccion de modelos en los que intervienen relaciones funcionales entre variables
(véase, por ejemplo, Puig y Monzo, 2013).

En el estudio desarrollado por Solar, Deulofeu y Azcarate (2015), el punto de partida es el enfoque
competencial del conocimiento matematico, que parte de la premisa de que, aunque la competencia
en modelizacion es transversal a los contenidos, los procesos que la conforman dependen del tema
que se trate (p. 192). Asi, los autores desarrollan una propuesta que se inscribe en el tema de
“Iinterpretacion de graficas funcionales” pero, ademas su trabajo incluye un desarrollo tedrico que
consiste en describir la elaboracion del Modelo de Competencia Matematica (MCM) que relaciona
contenidos, procesos y niveles de actividad. EI MCM se aplica por tanto a la competencia en
modelizacion y permite a los autores relacionar las tareas, los procesos, las fases de modelizacion y
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los niveles de complejidad (reproduccion, conexion, generalizacion o reflexion). La metodologia de
este trabajo se basa en disefiar, implementar y analizar una unidad didactica, dirigida a alumnos
chilenos de octavo grado, que incluye seis tareas clasificadas en tres etapas. La primera etapa de la
unidad tiene como objetivo desarrollar la nocion de sistema de referencia. La segunda etapa
introduce la nocion de dependencia de variables, y la tercera se centra en la interpretacion y
construccion de graficas (en particular, en la interpretacion de las variaciones). Una de las
actividades descritas en el trabajo (planteada en la tercera parte) tiene la peculiaridad de que
proviene de una noticia de prensa y promueve que los alumnos reflexionen, no solo sobre la grafica,
sino también sobre la interpretacion del periodista a partir de los datos presentados (en el texto de la
noticia se especula sobre la posible relacion entre la disminucion de la velocidad media de coches
accidentados y el aumento del nimero de accidentes). Para el analisis, se observan las interacciones
entre docente y alumnos y se caracterizan mediante cuatro indicadores asociados a la competencia
en modelizacidn: tareas, procesos, fases de modelizacion y nivel de complejidad. En particular, para
analizar las fases de modelizacion, los autores se basan en la descripcion del proceso de
modelizacion establecido por MaaP (2006), en el que se distinguen las fases de simplificacion,
matematizacion, trabajo matematico, interpretacion y validacion. Estas cinco fases se relacionan
con ocho procesos vy, asi, los investigadores pueden identificar, en base a las acciones de los
estudiantes durante sus interacciones con el docente, la fase del proceso en que se encuentran. Una
de las singularidades de este trabajo es que la secuencia de tareas es la clave para desarrollar el
proceso de modelizacion y que, ademas, el analisis de la experiencia realizada permite relacionar,
en el marco del tema de interpretacion de funciones, tareas con procesos y con fases del ciclo de
modelizacion, aunque no se observa una correspondencia completa entre ellos.

El trabajo de Bua, Fernandez y Salinas (2016) también pone el foco en el concepto de funcidn, sin
embargo, el enfoque es algo distinto: los alumnos obtienen un modelo (que toma la forma de una
funcidn) y lo aplican para dar respuesta a una serie de preguntas contextualizadas en un problema
realista. El objetivo de la investigacion es analizar, en base al andlisis cualitativo de la experiencia
disefiada, si los alumnos son capaces de generar un modelo matematico, y se comprueba el uso de
competencias matematicas asociadas al modelo obtenido. El punto de partida de la experiencia es
una problematica de interés medioambiental: el vertido de petréleo en el mar, los alumnos deben
averiguar la cantidad de petroleo vertido. La experiencia se desarrollé con alumnos de primer curso
de bachillerato y, en la resolucion de la tarea, podian hacer uso del programa GeoGebra. Ademas, la
propuesta incluye una fase inicial de experimentacion en el aula y toma de datos, simulando el
vertido con aceite y agua. Durante esta fase los alumnos recogian datos que posteriormente les
permitian construir un modelo funcional. En el trabajo se transcriben algunas conversaciones entre
estudiantes y, a partir de éstas, se reconstruye el proceso de resolucion. La segunda fase de la
actividad consiste en, a partir de los datos tomados previamente, obtener la funcion de ajuste. En la
tercera fase, los alumnos aplican el modelo obtenido a un caso real, la catastrofe del Prestige que,
en 2002, se hundié en las costas de Galicia provocando una marea negra de grandes proporciones.
En las conclusiones del trabajo se incide en la utilidad de las tareas de modelizacion para identificar
dificultades de los alumnos al aplicar procedimientos conocidos en un contexto real, llegando a la
conclusion de que la experiencia permite identificar la diferencia entre saber y saber hacer tratada
por Gascon (2011). Estas conclusiones se confirman en estudios similares en los que los alumnos se
enfrentar a modelizar otros fendmenos fisicos tales como el alargamiento de un muelle sometido a
un peso (Bua, Fernandez y Salinas, 2015) o el enfriamiento de un termdémetro previamente
calentado (todos ellos estan recogido en la tesis doctoral de Bua, 2016).

Las investigaciones realizadas por Ortega y Puig (2015, 2017) también van en la linea de las
anteriores en el sentido de que se basan en el disefio y el anélisis de un modelo de ensefianza basado
en el uso de la modelizacion para trabajar contenidos del bloque de andlisis: el aprendizaje de las
familias de funciones y la comprension del significado de los parametros. Ademas, como en los
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trabajos derivados de la tesis de Bua (2016), las experiencias disefiadas se dirigen a alumnos de
bachillerato y su disefio incluye una parte dedicada a la experimentacion y toma de datos, ya que el
punto de partida es también la experimentacion de diferentes fendmenos fisicos. Por otro lado, igual
que en el trabajo de Solar et al. (2015), la propuesta se disefia de forma secuencial, de forma que la
propia estructura ayuda a alumno a avanzar en el ciclo de modelizacion. Hasta aqui los puntos en
comun, la particularidad de estos trabajos, descritos en la tesis de Ortega (2018), radica en que el
objetivo de la investigacion es elaborar un Modelo Tedrico Local (MTL) (Filloy, Rojano y Puig,
2008) que permite conocer las actuaciones de los estudiantes cuando se enfrentan a trabajar con un
modelo de ensefianza. Ademas, se concluye -confirmando estudios previos realizados por Puig y
Monz6 (2013)— que algunos aspectos del disefio del modelo de ensefianza —el andlisis cualitativo
del fendmeno y el conocimiento previo de los estudiantes sobre los parametros de las funciones—
resultan claves en las fases de matematizacion e interpretacion del ciclo de modelizacién de Blum y
LeiR (2006). Otro elemento singular de la tesis doctoral de Ortega (2018) y que, de alguna forma,
ha caracterizado diferentes trabajos de investigacion realizados en el Departamento de Didactica de
las Matematicas de la Universitat de Valencia, es la introduccién de herramientas digitales para, a
partir de la toma de datos de fendmenos fisicos, disefiar y analizar modelos de ensefianza en los que
se trabaja el proceso de modelizacién para introducir conceptos ligados a las familias de funciones y
el significado de los parametros. Asi, se han realizado investigaciones con diferentes entornos
digitales de aprendizaje tales como GeoGebra, Matlab, tabletas o calculadoras graficas, siempre
conjugando entornos que permitieran a los alumnos tomar datos (a partir de la experimentacion de
fendmenos fisicos) y también tratarlos (véase, ademas de los ya citados, Puig, 2013; Monz0 y Puig,
2007 y 2010; y Monzd, Navarro y Puig, 2016). La tesis doctoral de Infante (2016) se enmarca
también en este paradigma de investigacion, con la particularidad de que los contextos de partida no
son fendmenos fisicos sino fendmenos ligados a situaciones econémico-administrativas y, ademas,
la investigacion se realiza en el primer curso de un grado de educacion superior.

En Diago, Ortega, Puig y Ferrando (2016) se comparan dos propuestas desarrolladas en el marco de
un estudio centrado en el uso de dispositivos digitas (tabletas) en tareas cuyo punto de partida es un
fendmeno que se analiza a través de la toma de datos. Sin embargo, cada una de las propuestas se
enmarca en una vision de la modelizacion (en el sentido de Julie y Mudaly, 2007), analizdndose las
semejanzas Y las diferencias entre dos modelos de ensefianza en los que, en ambos casos, el punto
de partida es un fendmeno fisico: el enfriamiento de un liquido y la distribucién de la intensidad del
sonido. El fendmeno de la distribucién de la intensidad del sonido aparece también en Ferrando,
Pedro y Puig (2017), aunque en este trabajo el objetivo es analizar una propuesta mas dirigida que
pretende introducir el concepto de funcion de dos variables. En efecto, tal y como se muestra en los
resultados de dicho estudio, el concepto de funcion de dos variables, aunque no es un contenido
curricular, puede ser accesible a los estudiantes de bachillerato cuando se presenta en un contexto
adecuado.

En Ortega, Puig y Albarracin (2019) se continGa con linea de investigacion centrada el uso de
tabletas en el disefio e implementacion de propuestas de ensefianza que parten de un fendmeno,
pero con un objetivo complementario a los trabajados en investigaciones previas. En él se analiza la
influencia de las caracteristicas de las aplicaciones digitales utilizadas en las fases del ciclo de
modelizacion en las que se pasa de la realidad a las matematicas (o viceversa). En este trabajo se
analiza la tarea del bote de la pelota, que consiste en que los estudiantes obtengan un modelo
funcional que relacione el tiempo con la altura alcanzada por la pelota; asi, se analiza como, durante
la fase de matematizacién, el uso de una aplicacion digital (Video Physics®) influye en las acciones
de los estudiantes. Este trabajo, y también el realizado por Ruiz, Bosch y Gascon (2011), dan por
tanto respuesta a la necesidad planteada por Grigoras, Garcia y Halverscheid (2011) de realizar
investigaciones sobre la interaccion de la tecnologia en situaciones de modelizacion.
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En las investigaciones que se han comentado hasta ahora, hay un elemento en comun: todas ellas
intentan conseguir que los conocimientos matematicos que se estudian en la educacion secundaria
no se reduzcan a un conjunto desarticulado de conceptos y procedimientos, sino que sean mas bien,
gracias a la articulacion a través de la modelizacion, herramientas capaces de dar respuesta a
cuestiones probleméticas de las que los estudiantes se puedan apropiar (a través del disefio
adecuado de un contexto). En el trabajo de Fonseca, Gascon y Lucas (2014) abordan esta cuestion
desde la perspectiva de la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD). El punto de partida de la
propuesta analizada en este trabajo es una cuestion generatriz que, en este caso, se relaciona con el
area de ciencias de la salud ya que trata sobre el estudio de la variacion de la concentracion de un
medicamento en el torrente sanguineo. En este estudio se postula que, a partir de esta cuestion, se
pueden plantear una serie de cuestiones secundarias que no son sino simplificaciones del problema
inicial. Estas cuestiones secundarias permiten estudiar y comparar diferentes modelos funcionales
relativos a la situacion inicial. Mas adelante, en lo que los autores denominan “segundo nivel de
modelizacioén funcional”, se amplia el modelo funcional anterior dando la oportunidad de introducir
las familias de funciones de forma que, con el apoyo del programa GeoGebra, puede darse una
respuesta parcial (pero algo mas compleja) a la cuestion inicial. En el tercer nivel de modelizacion
se introduce la variacion de los parametros y se completan las conclusiones previas. Las
concatenaciones de las cuestiones y sub-cuestiones que aparecen en cada nivel es lo que, desde la
perspectiva de la TAD, se conoce como Modelo Epistemolégico de Referencia (véase también Ruiz
etal., 2011).

En la tesis de Gallart (2016) se desarrolla una investigacion centrada en cdmo las tareas de
modelizacion son un instrumento clave para desarrollar la competencia matematica. En este estudio,
se presentan dos analisis que dan respuesta a dos cuestiones complementarias. Por un lado,
partiendo del trabajo de Blomhgj y Jensen (2007), se analizan las actuaciones de los estudiantes
durante el proceso de resolucién, lo que permite observar que la resolucion de tareas de
modelizacion es clave para activar diferentes competencias matematicas (véase Gallart, Ferrando y
Garcia-Raffi, 2015). Por otro lado, a través de un estudio cuantitativo basado en el disefio y el
analisis de un test de competencia matematica, se evalla de forma cuantitativa el impacto de
introducir experiencias de esto tipo (véase Gallart, Ferrando y Garcia-Raffi, 2014) llegando a la
conclusion de que, efectivamente, la préctica a través de actividades de modelizacion repercute en
una mejora significativa de la competencia matematica. La particularidad de las tareas de
modelizacion utilizadas en la tesis de Gallart (2016) es que todas ellas consisten en actividades
abiertas, contextualizadas en la realidad de los estudiantes, y que los alumnos deben abordar de
forma autdbnoma, con una minima ayuda por parte del profesor. Una de las actividades analizadas en
el estudio consiste en pedir a los alumnos que se enfrenten a un problema auténtico que les afectaba
directamente: debido a una plaga se talaron todos los arboles del patio de recreo y se les pidio a los
estudiantes que reflexionaran sobre la necesidad de plantar nuevos arboles en el patio a fin de
mejorar las zonas de sombra. En esta experiencia los estudiantes trabajaban en grupo y disponian de
cuatro sesiones para trabajar de forma auténoma sobre los problemas planteados, en la quinta sesion
de trabajo cada grupo debia exponer su resolucion ante sus comparieros, esto implica que el grado
de responsabilidad de los estudiantes se modifica respecto a la practica de aula habitual y, por
supuesto, eso implica cambios en el papel del docente.

En efecto, al implementar tareas de modelizacion en las que el objetivo central es el desarrollo de la
competencia matematica y no —o no tanto— la introduccion de un concepto o procedimiento
matematico concreto, el papel del profesor es importante, ya que debe dejar suficiente autonomia a
los estudiantes, pero sus intervenciones deben promover que los alumnos resuelvan la tarea con
éxito. En Gallart, Ferrando y Garcia-Raffi (2018) se caracterizan los roles que puede asumir el
docente durante la gestion de una actividad de modelizacion. Esta caracterizacion amplia el trabajo
de Burkhardt (2006), uno de los elementos identificados es la importancia de las ultimas fases del
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proceso de modelizacion: la fase de comunicacion de resultados y de validacion. En efecto, cuando
se implementa una tarea de modelizacion en el aula y los alumnos trabajan en grupos, se observan
dos tipos de debates: el debate intra grupo, entre miembros de un mismo grupo que trabajan juntos
en la misma tarea; y el debate inter grupo, entre miembros de distintos grupos que trabajan por
separado en la misma tarea. Cuando, al finalizar una tarea, los alumnos comunican a sus
comparieros la resolucion realizada, se produce el debate inter grupo; en este punto, el papel del
profesor como moderador y como experto resulta fundamental para que, del debate, se derive una
institucionalizacion de conocimientos.

Otro de los aspectos importantes ligados a la practica del profesor es el disefio de las tareas de
modelizacion; en efecto, tal y como hemos comentado previamente, una de las dificultades de la
introduccién efectiva de la modelizacion en el aula radica en la falta de recursos y las dificultades
que los profesores encuentran al implementar tareas de modelizacién que se alejan mucho de
aquellas que acostumbran a proponer a sus estudiantes. En esta linea, Ferrando, Garcia-Raffi y
Sierra (2015) presentan una investigacion en la cual el objetivo central es disefiar y analizar un
material de ensefianza dirigido a profesores que no tienen experiencia en la implementacion de
tareas de modelizacion. El disefio descrito en este trabajo parte de algunos obstaculos ligados a la
integracion de la modelizacion en la ensefianza de las matematicas que se trabajan en detalle en
otros estudios (y que se comentaran mas adelante). La particularidad de la propuesta presentada es
que consta de dos materiales complementarios: una guia para el profesor con una descripcion
detallada de como llevar la actividad de modelizacién al aula, y una guia para el alumno que parte
de una propuesta de actividad que se denomina “modelo cero”. Esta actividad es el punto de partida
del proceso de modelizacién, el objetivo de este disefio es ayudar a los alumnos a abordar un
proceso que, a priori, no han trabajado nunca, planteandoles un modelo inicial que ellos deben
refinar a partir de sucesivos recorridos del ciclo de modelizacion. En las conclusiones de este
estudio exploratorio se discuten los resultados de la experiencia tanto desde la perspectiva del
alumnado como del profesor, y uno de los aspectos importantes que se apuntan es la importancia de
la incorporacion de un “modelo cero” que permite preservar el trabajo autdbnomo por parte de los
alumnos y de la guia del profesor que sirve de ayuda al docente inexperto a gestionar el desarrollo
de la actividad en el aula.

Las investigaciones descritas hasta ahora se centran en el andlisis del proceso de resolucion de
tareas de modelizacién, o bien desde la perspectiva del profesor como gestor de la actividad
matematica, o bien desde la perspectiva del alumno analizando, a partir de sus actuacion, el proceso
de resolucion de la tarea. Sin embargo, las particularidades de las tareas de modelizacion permiten
desarrollar investigaciones centradas en las dificultades, en particular en las dificultades de los
estudiantes.

Investigaciones centradas en las dificultades

Cuando pensamos en las dificultades derivadas de la implementacion de tareas de modelizacion
surgen de forma espontanea tres posibles fuentes: los alumnos, los profesores —que pueden
encontrar obstaculos al enfrentarse a un tipo de actividad nueva para ellos (véase Blum y
Borromeo-Ferri, 2009)—, y el sistema, entendido como todo aquello que no depende del profesor ni
del estudiante pero que, de alguna forma, impacta en la educacién (programas educativos, recursos
disponibles, organizacion de los centros, familias...). A continuacion, se comentaran algunos
trabajos cuyo punto de partida son los obstaculos que encuentran los alumnos en el contexto
educativo. Mas adelante se abordaran las dificultades institucionales y de los docentes.

En el trabajo de Vicente, Van Dooren y Verschaffel (2008), el objetivo central es identificar y
analizar los obstaculos que encuentran los alumnos cuando se enfrentan a resolver problemas de
modelizacion. El estudio aporta una serie de premisas que pretenden reconceptualizar el papel de la
resolucion de problemas realistas, se incide en la importancia de abandonar la creencia de que los
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problemas (en particular, los problemas de contexto) son meros ejercicios de practica de
procedimientos matematicos conocidos. Para conseguir esto, es necesario disefiar actividades en las
que el contexto y el conocimiento del alumnado respecto a éste sea necesario en el proceso de
resolucion y, ademas, el proceso de resolucion requiera la comparacion de procedimientos
alternativos y su validacion.

En Socas, Ruano y Herndndez (2016) se basan en el Analisis Didactico derivado del Enfoque
Ldgico Semidtico para estudiar las dificultades y errores de alumnos de Educacion Secundaria que
se enfrentan a situaciones de modelizacion. Para proceder a este estudio, que también incluye
cuestiones que no estan directamente relacionadas con la modelizacion, los investigadores
disefiaron un cuestionario con numerosos apartados entre los cuales se incluyen seis cuestiones de
modelizacion (los detalles sobre el disefio del cuestionario estan en Ruano y Socas, 2001) y el
cuestionario se paso a 60 estudiantes de entre 16 y 17 afnos. El analisis de los errores se basa en el
modelo de Socas (2007) y arroja resultados muy interesantes: se identifican tres origenes de los
errores, y el més frecuente es la ausencia de sentido que se manifiesta, por un lado, en la dificultad
para finalizar con éxito razonamientos aritméticos o geométricos y, por otro, en las dificultades
ligadas a los procesos de sustitucion y generalizacion (propios del uso del lenguaje algebraico).

Estas dificultades de los estudiantes, en particular las dificultades o restricciones epistemoldgicas en
la forma de entender y desarrollar la modelizacién matematica cuando ésta implica el uso del
algebra, derivan, segun observa Bolea (2002) en su tesis doctoral, de lo que se denomina
aritmetizacion del algebra escolar, es decir, en que los procesos algebraicos se presentan
habitualmente poniendo en foco en los procedimientos aritméticos. Bolea, Bosch y Gascén (2004)
plantean como solucion la integracion de la modelizacion en la ensefianza del algebra en la
Educacion Secundaria. Esta integracion puede hacerse efectiva promoviendo el uso del algebra
como herramienta de modelizacion. Sin embargo, este enfoque esta ausente en los libros de texto y,
por tanto, también lo esta en el sistema educativo, ya que los docentes carecen de los recursos
necesarios para poder integrar la modelizacidn en su préactica educativa. En Garcia, Gascén, Ruiz-
Higueras y Bosch (2006), se incide en que, aunque la resolucion de problemas en general, y la
modelizacion en particular, aparece en los programas educativos oficiales como herramientas para
integrar contenidos, existe el problema “de la desconexidon de las matematicas escolares”, que se
refiere a la necesidad (y a las dificultades) de establecer relaciones entre los bloques del curriculo.
En la dltima parte de este trabajo se presentan y discuten las aportaciones de la tesis doctoral de
Garcia (2005), que disefia un marco epistemoldgico de referencia que, en el presente estudio resulta
clave para disefiar la propuesta de los denominados Recorrido de Estudio e Investigacion (REI),
cuyo punto de partida es una cuestion que requiere la construccién de un modelo y su posterior
refinamiento, en base al cuestionamiento de su validez. La cuestion de partida en la propuesta de
REI del trabajo de Garcia et al. (2006) se delimita en un contexto socioeconémico: la eleccion de
criterios para escoger un plan de ahorro. Los autores concluyen que este tipo de dispositivos
didacticos, basados en secuencias, tareas y técnicas cuyo punto de partida es una cuestion inicial
derivada de un problema real, pueden dar respuesta a la problematica de la desconexidn entre
contenidos y bloques curriculares.

En este apartado se han recogido los resultados de diferentes investigaciones centradas en el uso de
la modelizacion desde la Educacion Infantil hasta los cursos de preparacion para los estudios
superiores. Tal y como se ha mostrado, muchas de las investigaciones apuntan las oportunidades
derivadas de la introduccion de la modelizacion (que dan respuesta a las dificultades de los
estudiantes) pero en otras se identifican algunas dificultades resultantes de las condiciones
institucionales. Como se mostrarda en el siguiente apartado, estos obstaculos para introducir la
modelizacion de forma efectiva en las aulas no son un problema exclusivo de la educacién escolar.
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INVESTIGACIONES BASADAS EN EL USO DE LA MODELIZACION EN LAS
ENSENANZAS SUPERIORES CIENTIFICO-TECNICAS

En la investigacion desarrollada en la tesis doctoral de Barquero (2009) se apunta que los manuales
cientificos a menudo disimulan el caracter no lineal de la evolucidn de la ciencia y esto deriva en
que, en los estudios superiores de ciencias experimentales, las matematicas se ensefian desde una
perspectiva basada, casi en exclusiva, en la introduccidn de conceptos, técnicas y teorias ya muy
cristalizadas. Se trata de lo que Hernandez (1995) denomina la “euclideanizacion’ de la ensefianza
de las matematicas, en referencia a la presentacion formal y axiomatica de los contenidos, donde se
incide en el pensamiento légico-deductivo como Unica herramienta valida para adquirir los
conocimientos matematicos. Esto implica que la modelizacion matematica, caso de introducirse, se
hace en forma de aplicaciones de procedimientos matematicos que se aplican a situaciones
concretas, evitando asi la formulacion de preguntas que den lugar a cuestionar, por ejemplo, el
grado de adecuacion de un modelo respecto a otro. El resultado de esto es que, en estos estudios, las
matematicas parecen mostrarse como independientes del resto de disciplinas cientificas, como un
mero lenguaje formal que, aplicado correctamente, permite dar respuesta a problemas concretos
(primero se ensefian las herramientas matematicas y, posteriormente —y no sistematicamente-, se
aplican). Tal y como concluye la autora, tras un analisis de las guias docentes de diferentes
asignaturas de matematicas en los grados de Ciencias Experimentales, en estos estudios no llega a
plantearse el problema didactico de articular los contenidos matematicos para integrarlos como
instrumentos necesarios para modelizar cuestiones relativas al ambito de la ciencia (Barquero,
2009, p. 289), relegando, si aparecen, las aplicaciones al final de los temas, como algo meramente
anecdotico. Sin embargo, tal y como veremos a continuacién, durante los Gltimos afios tanto
profesores de matematicas de educacion superior como investigadores en didactica de la
matematica, se estan esforzando por dar respuesta a los efectos de lo que los autores denominan y
caracterizan como “aplicacionismo” (véase Barquero, Bosch y Gascon, 2013 y 2014).

La preocupacion por mejorar la ensefianza de las matematicas en los estudios cientificos técnicos no
es reciente, ya Puig Adam (1979) comentaba en el prélogo de su libro de Calculo Integral que “en
la ensefianza de las matematicas es necesario substituir el formalismo por el pensamiento intuitivo y
las matematicas han de estar en contacto con situaciones de la realidad”. Y, sin embargo, esa
revolucion contra el formalismo defendida por Puig Adam no se produjo de forma generalizada. En
efecto, 20 afios después, Fortuny y Gomez (2002) todavia apuntaban que en la educacion
matematica superior la intuicion y las aplicaciones seguian en segundo plano. A tenor de lo leido en
diferentes trabajos, a finales del siglo XX las experiencias basadas en el uso de la modelizacion y
las aplicaciones en la educacidn superior eran, al parecer, excepcionales.

En el trabajo de Sanchez-Pérez, Garcia-Raffi y Sanchez-Pérez (1999) se expone y analiza el
resultado de una experiencia didactica llevada a cabo en una escuela de ingenieria técnica. La
experiencia consiste en la realizacion de unas practicas de modelizacién cuyo planteamiento esta
basado en problemas de ingenieria con un contexto real, con el objetivo de que los estudiantes (de
primero) asuman la conveniencia (y la necesidad, como futuros ingenieros) de entender los
conceptos matematicos como herramientas para comprender mejor las técnicas propias de la
ingenieria. En esta propuesta se pretende implicar a los alumnos a enfrentarse a un problema real y
abordarlo mediante conocimientos matematicos, evitando la resolucion mecanica y promoviendo la
comprension de las matematicas en relacién al contexto del problema. En el trabajo se describen los
detalles del disefio del curso de modelizacion, incluyendo no sélo la metodologia de trabajo sino
también ejemplos de las propuestas de practicas de modelizacion (cuyos contextos son diversos,
aunque todos ellos relacionados con el campo de estudio de la ingenieria de obras publicas).
Ademas, en base a la documentacion recogida durante la experiencia, se analiza cualitativa y
cuantitativamente el resultado de la experiencia. En las conclusiones se incide en que las
dificultades méas importantes derivan, casi de forma exclusiva, de las restricciones organizativas de
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la Universidad y que, respecto a la respuesta del alumnado, esta es favorable ya que aumenta su
motivacion no sélo en la asignatura en la que se puso en marcha la experiencia, sino también en el
resto, lo cual da cuenta del carécter interdisciplinar de esta experiencia basada en el uso de la
modelizacion.

En la misma linea que los autores anteriores, Fortuny y Gémez (2002) presentan los resultados de
una experiencia basada en el uso del proceso de modelizacion matematica como herramienta de
innovacion en la ensefianza de las matematicas en la formacién de los ingenieros técnicos. Se
estudian la viabilidad y la eficiencia de implantar técnicas de modelizacion, a través del disefio de
distintas unidades didacticas —que los alumnos trabajan en el aula de forma guiada, identificando la
necesidad de conocer herramientas matematicas concretas en contextos— y de proyectos —mas
complejos que las unidades didacticas, requieren trabajo auténomo fuera del aula—. Como
principales resultados se destacan las aportaciones metodoldgicas referentes a aspectos cognitivos,
epistemoldgicos y heuristicos del aprendizaje del alumnado. En la tesis doctoral de Gémez (1998)
se recogen los resultados completos de esta y otras experiencias posteriores, analizando asi la
evolucion del proceso de aprendizaje de un grupo de estudiantes participantes, incidiendo también
en identificar los obstaculos derivados del cambio en el rol del profesor, su perfil formativo y la
preparacion del material.

Al hilo de las dificultades identificadas en Barquero (2009) —la secuenciacion de los contenidos
matematicos basada en ensefiar primero unos conocimientos elementales para luego aplicarlos, sin
apenas reflexion, a situaciones prototipicas, lo que denominan “aplicacionismo”—, Barquero, Bosch
y Gascon (2011) reflexionan sobre cémo estructurar la ensefianza de las matematicas en los
estudios universitarios de forma que la ensefianza se organice en torno a uno o a varios proyectos de
modelizacidn. Para ello, utilizan la nocion antes mencionada de REI como dispositivo didactico que
permite integrar la modelizacion a partir de su estructura basada en la relacién entre cuestiones y
respuestas. Asi, se presentan los detalles de un REI, asi como las condiciones y la metodologia de la
experiencia desarrollada a lo largo de cinco cursos académicos con estudiantes de primer curso de
ingenieria. Posteriormente, se reconstruye el desarrollo de la implementacion del REI a partir de las
respuestas de los estudiantes a las cuestiones derivadas de la cuestion inicial y, finalmente, se
recogen tanto los aspectos positivos identificados como las restricciones institucionales halladas
durante la experiencia. Respecto a las restricciones institucionales, los autores dedican el Gltimo
apartado del articulo a describirlas distinguiendo entre las restricciones de nivel pedagdgico y
disciplinar (las limitaciones derivadas de la organizacion de la docencia en los grados, desde la
distribucion horaria hasta la organizacion de los grupos asi como las restricciones de contenidos que
pueden introducirse en las clases), las restricciones relativas al reparto de responsabilidades y a la
autonomia asumida por los estudiantes. Asi, Barquero et al. (2011) sistematizan en su investigacién
las observaciones apuntadas por Sdnchez-Pérez et al. (1999).

En linea con esto, en la tesis de Serrano (2013) se desarrolla una investigacion centrada no solo en
la problematica de la ensefianza de las matematicas en la educacion superior, sino las
discontinuidades matematicas y didacticas entre la educacién secundaria y la superior. La
investigacion se realiza en el marco de los estudios de ciencias econdmicas y, ademas de analizar la
respuesta institucional a estas discontinuidades, se propone una respuesta propia basada en la tesis
doctoral de Fonseca (2004). Posteriormente se presenta el disefio y el analisis de una propuesta de
implementacién de un REI basado en los trabajos de Barquero (2009) y Barquero et al. (2011).

A continuacion, se describiran, en primer lugar, algunas investigaciones enfocadas a estudiar los
obstaculos relativos a la practica docente para, a continuacion, comentar aquellos trabajos o
actuaciones concretas que intentan dar respuesta a estas limitaciones a través de la formacion del
profesorado.
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INVESTIGACIONES RELATIVAS A LAS DIFICULTADES DEL PROFESORADOS Y
RESPUESTAS DESDE LA FORMACION DOCENTE

Una problematica de interés en las investigaciones en el area de la modelizacion es determinar y
analizar los condicionantes derivados de los programas educativos (las restricciones institucionales)
y las dificultades identificadas por los docentes en la integracion de la modelizacion. Cabassut y
Ferrando (2013, 2015 y 2017) desarrollan una investigacion comparativa entre Francia y Espafia
centrada en estos aspectos.

La investigacion se desarrolla en tres fases. En primer lugar, los autores realizan un analisis
comparativo de los programas educativos de Francia y Esparfia, identificando las diferencias y
semejanzas, en particular, las que tenian que ver con el uso de la modelizacion (Cabassut y
Ferrando, 2013). De este estudio se arrojan conclusiones interesantes. Pese a que en ambos paises la
modelizacion aparece en los programas educativos de Educacion Secundaria como un conocimiento
que debe ser ensefiado, hay diferencias importantes respecto a los recursos disponibles en uno y
otro pais. En Francia, donde la educacidn esta centralizada, existen recursos oficiales a disposicion
del profesorado que pueden resultar Gtiles para que los docentes incorporen la modelizacion de
forma efectiva, en Espafia esto no es una practica generalizada (tal y como también apuntan el
Garcia, Wake y Maap, 2010).

La segunda fase de la investigacion desarrollada consiste en disefiar un cuestionario dirigido a
profesores, formadores y autores de recursos educativos cuyo objetivo era detectar las dificultades
ligadas al uso de la modelizacién en Educacion Primaria y Secundaria (Cabassut y Ferrando, 2015).
El disefio de este cuestionario se basa en una revision bibliografica de diferentes trabajos centrados
en los obstaculos derivados de la integracion de la modelizacién en la ensefianza de las
matematicas. Este consiste en un formulario en linea compuesto por 85 preguntas de respuesta
multiple organizadas en varios apartados: datos biograficos, concepcién y practica de las
matematicas educativas, concepcion y practica de la modelizacion en la ensefianza, y dificultades
ligadas al uso de la modelizacion. Este ultimo apartado es el mas amplio y se incluyen preguntas
relativas a los elementos que, en base a estudios previos, resultan mas problematicos: el tiempo, la
evaluacion, la organizacion de las clases, el contexto, el trabajo de los estudiantes y los recursos.

En la tercera fase, se analizan las respuestas obtenidas a través de la version en linea del
cuestionario inicial (Cabassut y Ferrando, 2017). A partir de las respuestas de profesores de
Educacion Primaria, Secundaria y Superior y de formadores de profesores, el analisis en
conglomerados permite separar la muestra identificando cuatro grupos de sujetos. La primera clase
incluye a aquellos que manifiestan dificultades tanto con las mateméticas como con la modelizacion
y Son reacios a su uso en la ensefianza. La segunda comprende a los que son positivos frente a la
modelizacion y no encuentran muchas dificultades, aunque no necesariamente la integren en su
practica habitual, en este grupo los docentes espafioles estan sobrerepresentados (esto concuerda
con los resultados del andlisis de relacion entre variables que también se presenta en el estudio). El
tercer grupo incluye los que son positivos respecto al uso de la modelizacion y neutrales respecto a
las dificultades y el cuarto representa a aquellos que eran neutrales tanto respecto a la modelizacion
como respecto a las dificultades (en este grupo habia un nimero importante de docentes, muchos de
ellos maestros de primaria, que manifestaban desconocer el uso de la modelizacion en la ensefianza
de las matematicas en particular).

A partir de los resultados de esta investigacion, se inicié un trabajo de disefio de formacién continua
del profesorado que diera respuesta a las dificultades identificadas en el estudio (fundamentalmente
ligadas al disefio de tareas y a la falta de tiempo y a la implicacion de los estudiantes en este tipo de
actividades). Asi, en la Comunitat Valenciana se esta implementando desde el curso 2017/18 un
programa de formacion continua dirigido a profesores de matematicas de Educacién Secundaria
Obligatoria en colaboracién con el centro de formacion continua especifico CEFIRE CTEM,
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dependiente de la Conselleria d’Educacio, Cultura i Sports de la Generalitat VValenciana. Algunos
aspectos del disefio de este programa de formacion, que incluye una parte de formacion en linea 'y
otra parte semipresencial, en la cual los docentes participantes deben implementar y analizar una
propuesta de modelizacién en su clase, se detallan en Ferrando, Segura y Pla-Castells (2017).

Finalmente, se describiran algunos avances desarrollados en el marco del disefio de la formacion
inicial de maestros y profesores en el uso de la modelizacion en la ensefianza. En el trabajo de
Montejo-Gadmez, Fernandez-Ahumada y Adamuz-Povedano (2018), los autores analizan el
resultado de implementar una propuesta de modelizacién en la formacion matematica de los futuros
maestros. No se trata de ensefiarles a usar la modelizacion sino més bien, en linea con las
investigaciones realizadas en el ambito de los estudios superiores cientifico-técnicos, de usar la
modelizacion para ensefiar matematicas. Sin embargo, teniendo en cuenta el caracter profesional de
los estudios de magisterio, es 16gico pensar que la utilidad de implementar este tipo de propuestas
va mas alld del conocimiento matematico y, sin duda, promueven que los futuros maestros se
familiaricen con la modelizacion. Los resultados del trabajo se basan en el andlisis de las
grabaciones de las conversaciones y de los registros escritos, asi, los investigadores consiguen,
basandose en el ciclo de modelizacion, una reconstruccién temporal del proceso de resolucion
seguido por los futuros maestros al enfrentarse a una tarea de modelizacion. El tipo de analisis
desarrollado en este trabajo es muy similar (aunque no se presenta mediante el mismo esquema) al
que es utilizado en el trabajo de Albarracin y Gorgorié (2019) y que consiste en identificar, a partir
de las grabaciones obtenidas durante el proceso de resolucion de una tarea de modelizacién, en qué
fase del ciclo se encuentran los resolutores en cada momento. Recientemente se ha presentado una
herramienta interactiva, descrita en Pla-Castells y Garcia-Fernandez (en prensa), que permite al
investigador recoger, al tiempo que escucha las conservaciones grabadas, la fase del ciclo en que se
encuentran los alumnos. Esta herramienta, sin duda, facilitard en el futuro el desarrollo de
investigaciones basadas en el analisis de las interacciones entre estudiantes o entre estudiantes y
profesor. Una de las conclusiones valiosas del trabajo de Montejo-Gamez et al. (2018) es que el uso
de tareas de modelizacion permite que afloren algunas dificultades de los futuros maestros que,
posiblemente, no serian percibidas trabajando tareas rutinarias, en particular dificultades ligadas a la
medida de magnitudes y los procesos asociados (incluida la toma de medidas in situ).

El dispositivo didactico denominado REI ya comentado previamente se ha utilizado también en
investigaciones sobre la formacion continua de profesores. En Barquero, Bosch y Romo (2018) se
propone y describe el disefio y la implementacion de los denominados REI para la formacion del
profesorado (REI-FP) en un curso en linea y a distancia dirigido a futuros profesores de Educacion
Secundaria y Universitaria de México, en un curso denominado “Procesos de Institucionalizacion de
las Matematicas Escolares”. Se pretende conectar los resultados de investigaciones con las
dificultades de la préactica educativa para la ensefianza de la modelizacion matemaética. La
problematica abordada en dicho curso parte de cuestionar como incluir la modelizacién en el proceso
de ensefianza y cOmo asegurar su institucionalizacion y supervivencia a lo largo del tiempo. Asi, en la
experiencia se describe que, en la primera fase, los participantes se enfrentaron a resolver una tarea de
modelizacion y, en la segunda fase, debian reflexionar sobre como implementar esa misma tarea en
un aula; por ultimo, debian implementarla y reflexionar sobre los resultados. Los resultados del
trabajo muestran que resulta muy efectivo comenzar por proponer una tarea de modelizacion a los
futuros maestros y que la tercera fase, la de implementacion, es particularmente efectiva para crear el
medio apropiado con los profesores para indagar sobre la existencia de restricciones institucionales
para la implementacion de tareas de modelizacion en la ensefianza de las matematicas.

Uno de los aspectos que, sin duda, pueden contribuir al avance la investigacion en modelizacion y
en la integracion efectiva de ésta en la educacion matematica es la colaboracién con investigadores
y docentes de otros paises a través de proyectos internacionales y la difusion de trabajos de
investigacion y de propuestas de innovacion a través de publicaciones especializadas. En Garcia y
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Ruiz-Higueras (2011) se incide en como la comunidad de investigacion centrada en la modelizacion
matematica puede ayudar a los docentes a mejorar sus practicas de ensefianza a través de la
modelizacion. El punto de partida es la descripcion de un proyecto de colaboracién financiado por
la Union Europea (proyecto LEMA, acronimo de Learning and Education through Modelling and
Applications) cuyo objeto es disefiar un programa de formacion de profesores de primaria y
secundaria en modelizacion para su uso en diferentes paises europeos, considerando, por supuesto
las particularidades sociales y culturales de cada pais. En el trabajo se analizan los resultados del
proyecto LEMA vy se reflexiona sobre el impacto que estos pueden tener en la préctica de los
profesores. En este punto conviene destacar la participacion de algunos investigadores esparioles en
proyectos internacionales que, desde diferentes perspectivas, tienen entre sus objetivos el disefio de
recursos que ayuden al profesorado a integrar la modelizacion en la ensefianza de las matematicas,
tales como el ya citado proyecto LEMA, o los proyectos PRIMAS'" (véase Dorier y Garcia, 2013) y
MASCIL"" (véase Garcia, Romero, Abril y Quesada, 2018).

Respecto a la difusion de los avances realizados en nuestro pais, conviene valorar el papel de las
revistas especializadas. Un ejemplo es, desde el afio 2008, la revista Modelling in Science, Education
and Learning", publicada en linea por la Universitat Politécnica de Valéncia. La revista, que se
publica Unicamente en linea (todos los articulos estan disponibles en acceso abierto), recoge las
contribuciones de profesores, tanto de Educacién Secundaria como de Educacion Superior, que
describen el disefio y desarrollo de experiencias basadas en el uso de la modelizacién. En su origen la
revista nacid con un caracter nacional y estaba dirigida, fundamentalmente, a la comunidad de
profesores de matematicas de secundaria y universidad, pero progresivamente, gracias a la difusion
derivada de las Jornadas de Modelizacion Matematica que se han celebrado cada dos afos desde el
afio 2010, la revista ha ido ganando visibilidad y se ha enriquecido con trabajos que tienen un caracter
investigador y que abordan mas niveles educativos. Ademas, en los Gltimos afios, el comité editorial
se ha beneficiado de la presencia de investigadores franceses, alemanes y brasilefios.

CONCLUSIONES

A lo largo de este capitulo, se han recogido los avances desarrollados en trabajos diversos con la
caracteristica comun de que todos ellos se centran en el uso de la modelizacion en la ensefianza de
las matematicas. Como se ha mostrado, la riqueza de la integracion de la modelizaciéon en la
educacion matematica radica en que ésta permite abordar investigaciones desde dos puntos de vista
complementarios: el enfoque de la investigacion basada en el disefio de tareas de modelizacion vy,
por tanto, de modelos matematicos que ayuden a dar una formacion matematica sélida para todos
los alumnos; y el de la investigacion didactica centrada en el uso de la modelizacion en los procesos
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Pero, ademas, es justo reconocer el esfuerzo
importante que nuestros investigadores han realizado durante la ultima década para dar una
perspectiva internacional a los avances realizados en nuestro colaborando en proyectos y comités de
organizacion de eventos cientificos de caracter internacional, sin duda estas sinergias han resultado
claves para darle visibilidad y entidad a los avances realizados en nuestro contexto.

Asi, la investigacion alrededor del uso de la modelizacion en el proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas es amplia, y, por descontado, quedan muchas lineas de investigacion abiertas,
tanto de corte tedrico como empirico. En efecto, es importante cerrar algunas reflexiones tedricas
sobre la naturaleza de los modelos ya que, cuando nos enfrentamos a analizar producciones de
estudiantes, uno de los problemas que encontramos es identificar los aspectos intrinsecos de sus
respuestas que se ajustan a lo que entendemos como modelo (¢,como diferenciarlo de los procesos o
los conceptos que subyacen en la resolucion?). Hay algunos estudios teéricos en esta linea (Lesh y
Harel, 2003), pero ciertamente se pueden enriquecer.

Respecto a los estudios de caracter empirico y volviendo a la importancia de los contextos, es
importante seguir avanzando en la relacién entre los contextos de las tareas de modelizacion y los
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procesos de resolucion. Esto, indudablemente, resultaria clave para dar respuesta a cuestiones
relativas al disefio de tareas. Obviamente, para abordar este tipo de estudios convendria centrarse en
un tipo concreto de tareas en las que fuera posible identificar elementos en el contexto (variables)
que pudieran relacionarse con estrategias de resolucion. Los problemas de estimacion del namero
de elementos en un recinto acotado pueden ser Utiles en esta linea, ya que, en base a los estudios
realizados hasta ahora, se cuenta con informacion suficiente respecto a las estrategias de resolucion
posibles y, dado que se trata de problemas relativamente sencillos en su formulacion, parece
factible aislar elementos en el contexto que puedan relacionarse con los procedimientos de
resolucion.

Se constata, a partir de las descripciones de diferentes investigaciones que, a menudo, en las
experiencias basadas en implementar tareas de modelizacion los alumnos suelen trabajar en grupo
y, tal y como se ha descrito, se han realizado avances relativos del profesor durante la gestion del
trabajo en grupo. Sin embargo no hay muchos estudios centrados en analizar las interacciones entre
los estudiantes al resolver una tarea de modelizacién y, los que hay, son a pequefia escala, se trata
de estudios de casos, incluso, en ocasiones, en experiencias realizadas fuera del aula ordinaria. En
efecto, desarrollar este tipo de trabajos es complicado porque se requiere recabar mucha
informacion a partir de las experiencias de aula (grabaciones de video y de voz, al menos) vy,
ademas, el analisis de la informacion recogida necesita mucho tiempo. Sin embargo, ya se estan
implementando algunas herramientas de recogida y analisis de datos que pueden facilitar mucho la
tarea de los investigadores y ayudarles a obtener resultados en esta direccion.

Finalmente, es necesario completar algunas reflexiones sobre como integrar la ensefianza basada en
la resolucion de tareas de modelizacion matematica en la practica docente, en particular en la
educacion obligatoria. En efecto, segin evidencian algunas de las investigaciones comentadas, la
introduccidn de la practica de la modelizacidn parece repercutir positivamente en el desarrollo de la
competencia matematica de los alumnos, pero, ademas, promueve que las matematicas se entiendan
desde un punto de vista funcional, como una herramienta eficaz para el analisis de cuestiones
sociales o culturales. Asi, si tal y como se ha comentado en la introduccién las matematicas han de
aprenderse a través de su uso, la modelizacion resulta indispensable en la ensefianza y aprendizaje
de esta disciplina.
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Abstract

As a field of research, the teaching and learning of mathematical modelling and applications has
been rapidly growing over the last decades, thanks to a significant involvement of researchers,
presenting papers in specialized and broad-spectrum conferences in mathematics education. The
number of theoretical perspectives has increased as well as the number of theoretical concepts
developed. In fact, diversity and plurality are seen as distinctive features of this young field of
research. This conference focuses on reviewing this theoretical expansion and, more particularly,
on the work produced at the CERME conferences promoted by the European Society for Research
in Mathematics Education. Then | will suggest the possibility of devising a common conceptual
ground in the existing research that may play a key role in further conceptual advances and
possible combinations of theoretical concepts: the development of the modeller thinking.

Keywords: modelling and applications, theoretical perspectives, theoretical concepts, modeller
thinking development.

Resumen

Como campo de investigacion, la ensefianza y el aprendizaje de la modelizacion matematica y las
aplicaciones ha crecido répidamente en las Ultimas décadas, gracias a la significativa
participacion de los investigadores, presentando articulos en conferencias especializadas y de
amplio espectro en educacién matematica. EI nUmero de perspectivas tedricas ha aumentado y
también el nimero de conceptos tedricos desarrollados. De hecho, la diversidad y la pluralidad se
consideran caracteristicas distintivas de este joven campo de investigacién. En esta conferencia me
centraré en revisar esta expansion tedrica y me focalizaré, en particular, en el trabajo producido
en las conferencias CERME promovidas por la Sociedad Europea para la Investigacion en
Educacion Matematica. A continuacién, como conclusion de este trabajo, propondré la posibilidad
de trabajar en una base comun derivada de la investigacion existente que pueda contribuir a una
teorizacion mas general y combinar distintas conceptualizaciones teoricas: el desarrollo del
pensamiento modelador.

Palabras clave: modelizacion matemética y aplicaciones, perspectivas teoricas, conceptos
teoricos, desarrollo del pensamiento modelador.

INTRODUCTION

The integration of mathematical modelling and applications in the teaching and learning of
mathematics has been advocated for several decades and it is currently an international curricular
trend leading curricular reforms (e.g. Common Core State Standards for Mathematics, in the USA),
as it entails some of the essential skills to be developed in students from primary school to higher
education. Some impulse for its inclusion in school practices has also been given by the PISA
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international tests and framework (OECD, 2013, 2019; Wake, Foster, & Swan, 2015). Nonetheless,
despite a history of development and growth that is far from negligible, several researchers,
including many of its most influential advocates, acknowledge that the spread of mathematical
modelling in classes around the world is far from corresponding to what was expected and needed
(Blum, 2011; Blum & Borromeo-Ferri, 2009). This does not mean that the situation is identical in
all countries and that the presence of mathematical modelling in schools and higher education has
the same consistency and the same permeation in curricula, assessment, textbooks and in the
mathematics teaching practices.

The history of the international research dedicated to the teaching and learning of mathematical
modelling is also rich. It would be an inglorious task to summarize this history in scanty pages and
that is obviously not my intention in this article. There are, however, some nodes of the history that
I would like to come up with in a concise way so as to reflect in some detail on the direction of
progress, especially with regard to the evolution of theoretical perspectives in the research on
teaching and learning mathematical modelling and applications. | will start by mentioning some
elements that | believe are essential in the evolution of the research and development community
which today constitutes an internationally active Affiliated Study Group of the International
Commission on Mathematical Instruction (ICMI): The International Community of Teachers of
Mathematical Modelling and Applications (ICTMA) and its series of bi-annual conferences. Then |
will talk about some contributions from researchers who have been working to achieve a mapping
of the trends, advances and perspectives that are most fertile in the current research. For this, | will
refer to an article by Geiger and Frejd (2015), then to a review made by English, Arleback, and
Mousoulides (2016) and finally to the contributions of Stillman, Blum, and Kaiser (2017), and
Stillman (2019), who jointly offer a fairly complete view of the state of the art of recent research.

The next step leads me to the Thematic Working Group dedicated to Applications and Modelling,
which has been part of the biannual conferences organized by ERME. This is a context in which |
have been highly involved over the last few years, particularly in the organization, coordination and
empowerment of the group, either as a leader or as a co-leader. In this context, | will try to give my
reading of the work of some of its most active and productive participants, in terms of their
theoretical perspectives and elected concepts, and try to envisage a certain guideline that allows us
to launch an expectation of a future course.

This future direction can continue in many different ways as the field is becoming well established
and sustained; in my view, one way of advancing has to do with keeping track of the essence and
specificity of the modelling process in the context of mathematics education while developing and
synthesising promising theoretical concepts to guide our research and practice.

ICTMA CONFERENCES — MEETINGS OF RESEARCHERS AND PRACTITIONERS ON
MATHEMATICAL MODELLING

My first participation in the ICTMA series of conferences took place in 1991, at ICTMA 5, which
was held in the Netherlands under the auspices of the Freudenthal Institute. At that time, | was
doing my master’s degree in mathematics education and teaching in secondary education. At the
conference, in collaboration with colleagues from the University of Lisbon, I organized a workshop
on modelling physical phenomena related to oscillations and waves, using the computer as a tool
for the representation and mathematical exploration of such physical phenomena. Later | would
conclude my master’s thesis on the teaching of trigonometry in a context of mathematical
modelling and applications, based on a teaching approach with two classes of 10" grade students. In
my study, | defined three research aims that | here present in an abridged way: i) to characterize
students’ cognitive processes in real world problems involving mathematical models of
trigonometry; ii) to understand the influence of extra-mathematical contexts in the learning of
trigonometric models; and iii) to identify the role of the spreadsheet in mathematical modelling
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tasks. | will return to this point later to reflect on the possibilities that are currently open to various
alternative ways of investigating issues similar to these. In the meantime, | would like to emphasize
that my first impression of that conference, which has been reinforced in many other ICTMA
conferences over the years, was that of a tuneful and fruitful interaction between mathematicians,
applied mathematicians, and mathematics educators, including teachers from primary to tertiary,
and researchers strongly committed to advocating the introduction of applications and modelling at
all levels of education.

Kaiser, Blum, Borromeo-Ferri, and Stillman (2011) present a brief history of these conferences in
one of the books that have been published after each of them, which currently constitute the book
series offered by the Springer publishing house, under the name of International Perspectives on
the Teaching and Learning of Mathematical Modelling. In this chapter, the authors speak of the
special flavour of this conference, effectively created by attracting researchers from all over the
world, both from mathematics and mathematics education. In the first case, the contributions of
prominent applied mathematicians who are enthusiasts and proponents of the teaching of
mathematical modelling stand out. Such contributions are invaluable in bringing the thinking of the
mathematical modeller who acts in professional scenarios in doing mathematical modelling, that is,
they constitute a vision from within the mathematical modelling activity brought by their
protagonists. This vision of mathematical modelling continues to inspire the educational thinking
and to be a strong reference for how it may be introduced in mathematics teaching and learning.
Nevertheless, the various actors seem to agree that professional mathematical modelling cannot be
traced back to the educational context, particularly because students do not experience the actual
practice of professional settings and because their learning is situated in a school context (Jablonka,
2007; Schwarzkopf, 2007). In a way, the modeller thinking is one of the important influences of the
ICTMA community on how to approach mathematical modelling in the context of mathematics
education. It is this form of thinking that, although seen as specific, can cross multiple communities
and boundaries, as Stillman et al. (2017, p. 2) put it:

The teacher, researcher and mathematician are from distinct communities of practice and social
worlds with different viewpoints, but all could be involved in the resolution of the same scientific
problem, for example, when modelling how a modeller gets at the nub of a problem so the essence of
a real-world situation becomes tractable mathematically.

The knowledge that has been generated in the ICTMA conferences reflects the view that the
modeller thinking can be recognized, discussed, investigated and promoted in different
communities of practice. And this connects to the fact that a relevant space is often dedicated to the
analysis, discussion and sharing of mathematical modelling problems, rich situations for the
construction and development of models, interesting tasks to explore and use with students, and
modelling contexts involving several disciplines and subject domains. In short, at these conferences,
opportunities are offered to explore and engage with materials, or to examine tasks and problems
and ways of implementing them in the educational context. In my judgement, this openness to the
generation and sharing of worked examples of mathematical modelling tasks is one of the
undeniable benefits that this community has been able to bring about and to nurture. And this
wealth of ideas is essential to illustrate and realize what I am naming as the modeller thinking.

Another fundamental idea is that in this series of conferences, as it has happened in several other
international forums dedicated to the teaching and learning of mathematical modelling, the diversity
of theoretical perspectives, concepts and research approaches has continuously and quickly
increased. Kaiser et al. (2011) refer to this diversity as a striking feature of the scientific debate: a
proliferation of foci, aims, methods and also theoretical orientations.

In one of the books in the ICTMA series, Geiger and Frejd (2015) presented an analysis of the
evolution of the contributions contained in these conferences over a period of 10 years (2002-2011),
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also including in that collection the important 14" ICMI Study. The authors aimed to identify the
diversity of theories and the way in which they arise in this research field. For their analysis they
made a distinction between local theories and general theories. This distinction echoes other
authors’ ideas, such as Bikner-Ahsbahs and Prediger (2010), who refer to the theory of didactical
situations as an example of a general comprehensive theory and to the modelling cycle as a local
conceptual tool.

For the group of local theories, the classification of theoretical perspectives, proposed by Kaiser and
Sriraman (2006), led to the following list:

e Modelling cycle

e Modelling competency

e Emergent modelling

e Models and modelling perspective

e Approaches for authenticity and defining modelling tasks

For the group of general theories, some of the approaches deemed to be well-established theoretical
approaches in the wider field of mathematics education research were considered:

e Radical constructivism

e Social constructivism

e Embodied cognition

e Discursive and semiotic approaches

e Sociological approaches

e Neuroscience approaches

e Other approaches (such as critical mathematics education, feminist approaches)

One of the conclusions drawn by Geiger and Frejd was that the so-called local theories showed a
much broader presence than the so-called general theories. In addition, a tendency has been noted,
over the years, for a greater theoretical foundation of the research work, both as a way of justifying
the research aims and as a means of putting the findings against previous results in the research
literature. The authors interpret this result as an evidence of a greater maturity of the research field.
They also considered that the preponderance of local theories over general theories suggests that
theoretical positions coming from within the field of study (home-grown theories) can already be
established. But they also add that these local theories are strongly condensed around two
approaches: the modelling cycle and modelling competencies, which arise more often than all the
general theories endorsed. This result therefore seems to suggest a dominance of a perspective that
can be synthesised as the modelling cycle and modelling competencies.

In this regard, we may find in Frejd’s doctoral thesis (2014) a similar analysis but there he also
mentions that several studies adopting general theories do not explicitly use the modelling cycle,
with the exception of the research drawing on the Anthropological Theory of the Didactic (ATD)
and on Critical Mathematics Education. Thus, it seems that the concepts of modelling cycle and
modelling competency tend to gradually give rise to an autonomous perspective.

In their chapter, Geiger and Frejd (2015) show yet another trend, that of a decrease in the number of
papers more related to the concerns and contributions of practitioners. They presume that this trend
may be the result of a greater pressure from the academy, driven by the growing need for
publication of research-oriented papers throughout the academic world. At the same time, they

68



Teaching and learning mathematical modelling: a broad and diversified but specific research field

observe a scarcity of purely theoretical articles and conclude that the generation of new theory
seems to be hampered, although they identify white spots that offer potential for further theoretical
developments.

In drawing a lesson from these results, it seems possible to say that the large diversity of approaches
and perspectives is becoming less obvious and that this is the result of two pressing causes: some
local theories tend to weaken and coalesce around one or two theoretical conceptualizations and the
contributions of practitioners (whether mathematicians, scholars or school teachers) are being
overlooked in favour of the focus on applied research. In other words, the inclination towards
research and development is no longer as strong as it was in the genesis of ICTMA, given the
decrease in contributions seeking to inform and support practitioners, that is, the kind of “empirical,
descriptive or polemic/discussion chapters that aim to inform teaching and learning practice at any
level of education” (Geiger & Frejd, 2015, p. 165).

PME AND ICME - MATHEMATICAL MODELLING IN THE MIDST OF OTHER
RESEARCH TOPICS AND RESEARCH GROUPS

The annual conference promoted by the International Group for the Psychology of Mathematics
Education (IGPME) attracts researchers from all over the world, being one of the most prestigious
meetings in mathematics education research. PME is a broad-spectrum conference, so it is normal
that research related to the teaching and learning mathematical modelling represent only a small
part of the total. Recently, English et al. (2016) conducted an extensive review of the PME
Proceedings covering 10 years of PME conferences (2005 to 2015). They selected a total of 37
papers for their review and analysis. The categories defined to organize this review were:
perspectives on models and modelling; curricular and instructional approaches in fostering
modelling competence; the inclusion of generic processes; and approaches to models and modelling
in teacher education.

One of their first remarks is that they found a great diversity of perspectives on the notions of model
and modelling over the 10-year period considered. Before starting their analysis of the collected
works, the authors refer the three theoretical perspectives that they recognize as most popular in the
literature: modelling cycles; modelling competency or modelling competencies; and the perspective
labelled as models and modelling, which has in its genesis the idea of model-eliciting activities
(MEAS).

Overall, they conclude that there is a substantial presence of articles that have adopted the models
and modelling perspective (MMP) proposed and advanced by Lesh and colleagues for several years
(Lesh & Doerr, 2003; Lesh & English, 2005). These articles addressed different topics and research
questions but all of them have shown the use of MEAs in the studies they reported. The second
perspective they discern is related to the modelling cycle, which according to the authors is a
conceptualization of the modelling process that has shown to be highly productive. They found that
although there are several different schematizations of the modelling cycle available, some have
emerged as more commonly used: those proposed in Blum and Leil3 (2007) and in Galbraith and
Stillman (2006).

The concept of modelling competency as an analytical framework is also observed in the papers
reviewed and makes a third theoretical trend. Others have also been acknowledged, including:
Realistic Mathematics Education (RME), Mathematical and Cognitive Perspectives, and
Anthropological Theory of the Didactic (ATD). Here, unlike the classification used by Geiger and
Frejd (2015), the authors do not make a distinction between local theories and general theories, but
rather try to signal the popularity and dissemination of some theoretical perspectives, observing that
two perspectives seem to lead the field: on the one hand, the framework of the modelling cycle and
modelling competencies and, on the other hand, the models and modelling perspective based on the
notion of model-eliciting activities.
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Also within the work comprised in PME, an overview of the state of the art on modelling and
applications can be found in a Research Forum carried out in PME 38. It was dedicated to the
identification of perspectives on the teaching and learning of mathematical modelling in terms of:
mathematical, cognitive, curricular, instructional, and teacher education aspects (Cai et al., 2014).
The introductory piece of this forum touches on the idea of a “conceptual fuzziness” (Lesh &
Fennewald, 2013) due to the lack of a decisive specification of what counts as mathematical
modelling and what cannot be included under that label. This is accentuated by the fact that the
researchers working in the field apparently do not agree on a conceptualization of the mathematical
modelling process. According to the authors, there is, nevertheless, a common understanding on the
premise that mathematical modelling involves the formulation of a question and/or a problem
originated in a real-world situation. However, much seems yet to be known about the cognitive
processes, that is, the type of thinking and reasoning that students produce when they are solving
modelling problems. And this was one of the themes addressed in the forum, within the cognitive
perspective presented and characterized by Borromeo-Ferri and English (in Cai et al., 2014).

A special emphasis was placed on the mathematical perspective of modelling. It is interesting to
know what mathematicians think about the way to help students becoming competent mathematical
modellers. Regarding this last point, Pelesko (in Cai et al., 2014) begins by giving his definition of
mathematical modelling, which means a practitioner’s view: “mathematical modeling is the art or
process of constructing a mathematical representation of reality that captures, simulates, or
represents selected features or behaviors of that aspect of reality being modeled” (p. 150). He then
offers a number of clues about what is relevant to the modeller, which are grouped together in the
designation of thought tools for modelling. These cognitive tools consist of mathematical thought
tools, observational thought tools, and translational thought tools. A mathematical thought tool is
any mathematical tool that allows the modeller (or student) to think mathematically or do
something in the field of mathematics. The observational thought tools derive from the experience
of working with diverse problems, namely allowing the modeller (or student) to find patterns, to
establish causal relationships, etc., and therefore are related to thinking about the real world.
Finally, the translational thought tools include knowing various ways of mathematically translating
phenomena, which has to do with the ability of the modeller (or student) to translate assumptions
about reality into mathematics and also mathematical results into assertions about the real world.
According to Pelesko, one of the limitations that may be noticed in the modelling cycle (in this
case, the cycle that is mentioned in the Common Core State Standards for Mathematics -CCSSM-
in the USA) is that it conceals or buries much of the work that is carried out with the use of
observational thought tools and translational thought tools, while it very explicitly considers the
need for mathematical tools. This leads to his recommendation that the thinking tools of the
mathematical modeller should be explicitly considered and valued in the teaching and learning of
modelling: “Identifying, unpacking, and learning how to equip our students with these sets of tools
is an essential step in learning how to teach mathematical modeling” (p. 151).

In accordance with this view, Borromeo-Ferri and English (in Cai et al., 2014) emphasize the
analysis of students’ cognitive processes in the course of solving modelling problems. Analysing
their forms of reasoning, their interpretations or conceptualizations of the real situation, the
blockages they face in different steps of the modelling process, and their individual modelling
routes allows to better understand the cognitive processes of the student modeller and to find ways
of helping him/her in handling the modeller’s tools. For example, in her study, Borromeo-Ferri
(2010) found that mathematical thinking styles have a strong influence on the modelling behaviour
of students and teachers since this implies a greater tendency to focus on the real world side or on
the mathematical side of the modelling process.

70



Teaching and learning mathematical modelling: a broad and diversified but specific research field

Thus, one conclusion that can be withdrawn from these two contributions is that the development of
the modeller thinking seems to be an idea to be pursued in the discussion about the learning of
mathematical modelling, in particular, within a cognitive approach.

Another forum shared by multiple research groups in mathematics education is the International
Congress on Mathematical Education (ICME). Over time, several Working Groups that make a
relevant part of the congress program have proposed some of their outcomes for publication in the
form of books. Very recently, a policy of publishing the work emanating from the ICME Working
Groups has resulted in the ICME Monographs that are published by Springer.

The recent volume entitled Lines of Inquiry in Mathematical Modelling Research in Education
(Stillman & Brown, 2019) includes a state of the art of mathematical modelling in education along
with the lines of inquiry that are being followed. In that chapter, Stillman (2019) starts by making a
distinction between mathematical modelling and mathematical application, and initiates a
discussion of the modelling process in which she puts considerable emphasis on the modeller. The
author reviews the most recent papers published in the ICTMA book series and in major
mathematics education journals. On the plane of the most consistent theoretical perspectives,
Stillman initially identifies three local theories and one general theory. The first three are described
as: prescriptive modelling, modelling frameworks/cycles, and modelling competencies. The general
theory is presented as anticipatory metacognition.

The notion of prescriptive modelling is connected to the awareness that the modelling cycle better
captures the process of constructing descriptive and explanatory models than other kinds of models
that entail action and decision-making, and may contribute to make changes in the world. As for
frameworks based on the modelling cycle, the main idea emanating from her analysis is that
empirical studies continue to confirm its logic of progression. Still, some forms of reformulation
and fine tuning of the modelling cycle are also coming about, such as the Dual Modelling Cycle
Framework introduced by Saeki and Matsuzaki (2013), which combines two representations of the
cycle suggested by Blum and Leil3 (2007). In any case, other alternative or discordant ways of
conceiving the process of mathematical modelling are not outlined. For example, the author states
that the use of technology in mathematical modelling activity should not modify the essentials of
the modelling process and therefore not change the traditional modelling cycle, since the idea of
using technology is probably driven by the logic of the modelling process. Finally, the third local
theory considers not only modelling competency, in a holistic way, but also a set of sub-
competencies based on the successive phases of the modelling cycle. In regard to a general theory,
Stillman points to metacognition and, in particular, anticipatory metacognition, which is strongly
associated with verification and validation processes of the modelling results and, consequently, of
the mathematical model. It should also be noted that the perspective of modelling competencies as
well as the theory of anticipatory metacognition are seen by the author as theories that are under
empirical test and confirmation phase.

As for the inquiry lines distinguished in this revision work, three paths are pointed out: the study of
the student modeller, the study of the teacher when teaching modelling, and the research on the
design of modelling tasks.

In short, Stillman (2019) mentions several aspects that characterize the theoretical and empirical
approaches of the latest research in the field. In these approaches, the primacy of the modelling
cycle framework seems to reappear, to which a number of other notions were added, such as
modelling competencies and to some extent the design of modelling tasks. It therefore reveals a
certain consensus around the core nature of the modelling cycle as a theoretical and analytical
framework in several research approaches, be it with the focus on the student as a modeller, or the
focus on the teacher as mediator of the learning of the student modeller, or the focus on the tasks
that will be used to promote the learning of the student modeller.
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Only the perspective of prescriptive modelling, which, from my point of view, can be aligned with a
socio-critical perspective on the role and purposes of mathematical modelling in mathematics
teaching and learning, is in doubt as to its fit with the framework of the modelling cycle.

Lastly, in a somewhat surprising way, the models and modelling perspective, based on model-
eliciting activities, also seen as a contextual modelling approach, does not appear in the state of the
art presented in this ICME Monograph.

CERME - A RESEARCH GROUP ON APPLICATIONS AND MODELLING WITH
STRONG EUROPEAN ROOTS

The European Society for Research in Mathematics Education (ERME) was founded in 1988. The
ERME conferences (CERME) are held every two years and aim to promote communication,
cooperation and collaboration in mathematics education research in Europe and all over the world.
One of its distinguishing characteristics is the creation of thematic working groups (TWG) whose
participants work and discuss together in a given area of research.

Since CERME4, held in 2005, in Spain, a thematic group on applications and modelling in
mathematics teaching and learning has been active. For some years this has been the TWG6 -
Applications and Modelling. Over time, the group has been increasing in productivity, namely in
the number of contributions submitted by the participants and number of papers presented. The total
number of papers and posters submitted in the sessions of this TWG amounts to about 160, from
CERME4 to CERMEL11, the last of which took place in the Netherlands, in 2019 (Carreira,
Barquero, Kaiser, & Cooper, 2019).

An important aspect of the work presented is the usual plurality of themes, theoretical and empirical
perspectives, research aims, and also the different views on mathematical modelling and
applications that coexist within the group. Such diversity was captured early on by some of its
leaders and co-leaders, who started a systematic discussion about trends and perspectives in the
midst of the diversity of the group and across the field of mathematical modelling in mathematics
education. Those efforts have culminated with the publication of the essential article by Kaiser and
Sriraman (2006) in the ZDM International Journal of Mathematics Education.

In each of the CERMES the group has been presenting syntheses of the developments, advances and
issues under analysis, as well as open questions for future research. These syntheses are usually
shared in a final session of the work of CERME and have been published, in the respective
Proceedings, as articles that describe the work produced. For a brief glance at this group’s activity
in the last CERMEs, from 2009 to 2019, | visit each of those introductory articles, written by the
leading team in each conference.

In CERMES, Blomhgj (2010) stated that the group was aiming to identify and discuss the various
theoretical perspectives in the research on teaching and learning mathematical modelling and
applications. In the work plan of the group, the plenary presentation made by Morten Blomhgj and
Gabriele Kaiser was intended to create the scenario for the subsequent work: “A survey of
theoretical perspectives in research on teaching and learning of mathematical modelling” (p. 2042).
In this conference, the various papers and posters revealed a set of more salient themes and
theoretical perspectives. Among the theoretical perspectives that stood out, some became quite
persevering and consistent throughout the successive CERMEs, namely ATD and MMP. Thus the
papers presented were distributed by the following 5 themes: (1) Teachers’ professional
development for teaching and assessing mathematical modelling, (2) The role of ICT in teaching
and learning mathematical modelling, (3) Researching the teaching and learning of mathematical
modelling within the Anthropological Theory of Didactics, (4) Researching the teaching and
learning of mathematical modelling within the framework of Realistic Mathematics Education, and
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(5) Researching the teaching and learning of mathematical modelling under the Models and
Modelling Perspective.

Turning to CERME?7, held in 2011, Kaiser, Carreira, Lingefjard and Wake (2011) made a summary
of the central themes addressed in the various papers and sessions of the group. Three focuses of
discussion were approached around the conceptualization of mathematical modelling in education:
(1) The difference between mathematical modelling and applications; (2) The difference between
problem solving and mathematical modelling; and (3) The role and influence of technology on the
modelling process. During the conference there were several theoretical perspectives embraced and
topics addressed. The MMP perspective had a relevant presence and introduced the notion of model
development sequence, an extension of the concept of model-eliciting activities by adding other
type of activities that seek to explore and apply previously developed models. The perspective of
the modelling cycle and modelling competency was also very relevant in several studies, both
related to the professional development of the mathematics teacher and to assessment. There was
also the presentation of research that brought the extended cycle of modelling regarding technology,
which includes a third world — the world of technology. The Anthropological Theory of the
Didactic was also very much dealt with, mainly based on the idea of praxeology and the idea of
study and research paths. Some studies have shown to be more oriented according to a cognitive
perspective although others involved epistemological and curricular discussions.

Moving on to CERMES, although the report by Lingefjard, Carreira, Kaiser and Wake (2013) did
not show great changes compared to the previous CERME, it was noted that a good amount of
papers did not explicitly include a theoretical perspective and also that empirical research seemed to
be lacking more breath and consistency. The question of the use of technology has returned to the
debate and the number of studies that focused on teacher beliefs and teacher education has
increased. The MMP and ATD perspectives and the modelling cycle perspective were represented
with relative balance in the works produced.

In the Proceedings of CERME9, Carreira, Barquero, Kaiser, Lingefjard and Wake (2015) mention
the fact that the group is gaining maturity and cohesion, one of its distinguishing features being its
openness to the diversity of theoretical, methodological and philosophical perspectives taken by its
researchers. Thus, diversity is placed as a touchstone of the group. One of the themes that emerged
from the work was the perspectives and conceptualizations for mathematical modelling. In that
CERME some objection was raised to the idea of promoting a firm distinction between
mathematical modelling and applications, under the claim that “modelling means not only to create
models, but also integrate and coordinate models somehow contradicting the idea that applications
are simply a limited portion of the modelling cycle” (p. 790). Another emphasis found in the
proposed papers refers to the relations of mathematical modelling with other neighbouring areas,
such as ethnomathematics, project-based learning and inquiry-based learning, for example. In all
these instructional modes there seems to be the common idea that there is an active learner seeking
for a solution to a real-world problem in a realistic situation. Thus, a broad question started to
appear: whether it makes sense to propose and develop a comprehensive theory of teaching and
learning mathematical modelling and whether such a comprehensive theory is desirable and useful
to the community of researchers and mathematics educators. The topic of the design of
mathematical modelling tasks has also shown a clear rise in the group, namely in bringing to the
discussion the concept of authenticity of modelling problems in education.

While the authors highlight the plurality of perspectives, they also point out some prevailing
tendencies, which seem to suggest a certain reliability of some of the approaches. In that regard,
they state: “the modelling cycle and the modelling phases represent the most common conceptual
tools in informing the research. There are also shared concerns related to the contexts of
mathematical modelling problems and the authenticity of the tasks” (p. 792). In short, in this
congress the TWG6 faced its diversity and its wealth of theoretical perspectives, valuing an
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inclusive and open facet but, at the same time, frontally expressing some doubts. In particular, the
group wondered about the possibility that this diversity could be detrimental to the growth of the
research if it gives rise to a conceptual fuzziness as other authors have already pointed out (Cai et
al., 2014; English et al., 2016).

Regarding CERME10, the summary of the main contributions begins again with acknowledging the
great diversity of themes, theoretical perspectives and research purposes. Barquero, Carreira and
Kaiser (2017) affirm: “The contributions discussed at the congress are characterized by a strong and
fruitful diversity in the research questions considered, the school levels addressed and the
theoretical approaches taken” (p. 877). Therefore, unanimity or uniformity seems to be relatively
far off in this field. Several theoretical perspectives and several lines of empirical research continue
to exist. In this case, the following themes were analysed through the various contributions
presented in 20 papers and 4 posters: (1) Interdisciplinary modelling activities (including in
engineering teaching); (2) Connection between problem solving and mathematical modelling; (3)
Developing modelling strategies and competencies; (4) Tools and methodologies used to analyse
modelling processes; (5) Teachers’ beliefs in relation to the teaching of mathematical modelling; (6)
Teachers’ interventions in mathematical modelling classes; (7) Experimental materials and
technology in modelling; and (8) The assessment of modelling activities.

Finally, at CERMEL11, which took place in February 2019, the team leaders, Barquero, Carreira,
Arleback, Jessen, Vorholter, and Wake produced a report of the main contributions, advances and
open questions resulting from the work presented, which will be part of the forthcoming
Proceedings. In the report it was reiterated the great diversity and plurality of themes and
perspectives. Still, it was possible to identify 5 overarching themes: (1) Analysis of modelling
processes when solving modelling problems; (2) Mathematical modelling and simulations in
connection to other disciplines; (3) Strategies to support design and implementation of modelling;
(4) Use of resources to support teaching and learning of modelling; and (5) Teacher education for
modelling and its implementation. A review was also made of the different theoretical perspectives
and it led to the conclusion that the modelling cycle (and its several variations) was prominent in
the group but other ways to conceptualise modelling were also contemplated. Some theoretical
concepts acquired more visibility, namely, Model Activity Diagrams, Mathematical Working
Space, and the Study and Research Path proposed by the ATD. In the concluding remarks, the
authors allude to the fact that there was an opportunity to discuss possible complementarities
between different approaches, which indicates an attempt to a concerted action or a combination of
different approaches, especially in terms of theoretical constructs and more relevant theoretical
perspectives.

It seems possible to say that the evolution of CERMEs over the period 2009-2019 in relation to the
trends and perspectives of the Applications and Modelling research group converges, in many
respects, with what has been seen in other research forums. There is a clear concomitance of
theoretical perspectives that are affirming themselves and solidifying. In addition, qualitative
empirical studies prevail, including grounded theory, case study designs or other forms of applied
research, based on pedagogical experiences or with a design-based research orientation; a few
studies using a mixed methodology that analyse data emanating from wider research projects are
also seen. One of the conclusions that can be drawn from this analysis is that there are some more
represented theoretical perspectives, which are the perspective of the modelling cycle and
modelling competencies, the MMP perspective, and the ATD. With less representativeness there is
still the perspective of Realistic Mathematics Education and, in a certain way, the problem-solving
perspective.

The group integrates in its activity all the lines of inquiry that are suggested by Cai et al. (2014):
mathematics, cognitive, curricular, instructional and teacher education. However, it should be noted
that the mathematical perspective is very poorly included or almost absent. The academic nature
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and the standards that are imposed on the accepted research work lead to the impossibility of
discussing articles based on exploration of modelling problems per se. In spite of this, theoretical
articles are welcome and allow us to create interesting points of discussion around the
conceptualization of mathematical modelling. The community has evolved substantially in the
quality standards of the accepted research and in the greater conceptual and theoretical wealth of the
articles proposed. However, more recently, the proliferation of concepts and perspectives that
coexist in the group and in the mathematical modelling research community has started to be under
attention.

It seems indeed intriguing that the researchers who constitute the community do not share a
consensual view of the bulk of their scientific activity: the notion of mathematical model and
modelling. In this respect, the classification of different perspectives on teaching modelling and
applications proposed by Kaiser and Sriraman (2006) has often been used as a way of mapping the
field. The mapping shows, among other things, that addressing mathematical modelling in
mathematics education is dependent on the perspective adopted. This is a unique element that
actually brings into the research substantial richness, diversity, plurality and openness. But it may
also be seen as an element of division, confusion, and disintegration. Apparently, as reported in the
last CERMEs, there has been some space for reflection on that matter and even a subtle speculation
about possible links and articulation among theoretical perspectives.

Tracing the path of active researcher at CERMEs

I will now seek to look in more detail at the progress that took place in the context of the CERMEs,
in the period 2009-2019, by analysing the successive contributions of some of its most active
participants. To do this, I listed the amount of papers that each researcher, as a single author or as
co-author, presented in the CERMEsS, between the 6th edition and the 11th edition. Then | elected
those who had a greater number of papers, also considering their commitment, participation and
involvement in the debate, in the promotion of dialogue and in the exchange of ideas and
arguments. | will now present a very abbreviated summary of the work of five European researchers
in the most recent CERMEs, where | will also include my own activity developed there: Jonas
Arlebick, from Sweden, Berta Barquero, from Spain, Gilbert Greefrath, from Germany, Rita
Borromeo-Ferri, from Germany, and Susana Carreira, from Portugal. The two first researchers have
participated in the aforementioned period with 8 and 7 papers respectively; the later three
researchers have participated with 5 papers each.

I must make a point of order regarding my intention to look at the paths of these researchers. It is
clear that the papers presented at the CERMEs are not expected to give a complete picture of all the
work developed by the researchers in this field. | am not assuming in any way that those papers can
be a representative sample of each researcher’s scientific production. Obviously, many of their
other publications, interventions and academic products are missing from this picture. So this is
only a very simplified but also very accessible way of arriving at a reading of how the research has
been taking place, just by looking at the more assiduous and regular contributions in the working
group on Applications and Modelling.

From all the articles of the aforementioned authors | have collected the aim of the study as well as
the theoretical perspectives and/or the theoretical concepts that were embraced. The information
was summarized in simple and short terms for the sake of space and briefness. What interests me is,
first of all, to obtain a certain temporal perception of their work frame within the various
perspectives endorsed in the literature. Intentionally, | have dismissed the idea of considering also
the methods and methodological approaches since | will restrict myself to create a view of the
theoretical perspectives that researchers have used and developed. In the following tables (Tables 1
to 5) this information is summarized for each of the researchers, according to the above order.
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Table 1. A snapshot of the range of contributions of active researcher 1

Active researcher 1 (8 papers)

Theoretical perspective /

Author(s) Title Aim of the research theoretical concepts
Arleback,J. (1) Towards To capture and Beliefs and belief
CERME 6 understanding conceptualize teacher’s systems;
teachers’ beliefs and  beliefs about mathematical ~ Modelling process as
affects about models and modelling described in the modelling
mathematical cycle
modelling

Arlebéack, J.  (2) Exploring the Finding the questions that Modelling process and

CERME 7 solving process of the students formulate and ~ sub-processes as
groups solving a the mathematics they use in  described in the modelling
realistic Fermi solving a Fermi problem cycle;
problem from the Problem Solving;
perspective of the Modelling Activity
anthropological Diagram Framework
theory of didactics (MAD);

Praxeologies —
Anthropological Theory
of the Didactic

Arleback,J.  (3) Students’ To study and support the Contextual modelling

Doerr, H. emerging models of  continued development of  perspective;

O’Neil, A. average rates of pre-university students’ Model development

CERME 8 change in context emerging models of sequence

average rate of change

Doerr, H. (4) Teaching Examining the Contextual modelling

Arlebéck, J.  practices and characteristics of teaching perspective;

O’Neil, A. modelling changing  in a Model Development Model development

CERME 8 phenomena Sequence on modelling sequence

changing phenomena

Arleback, J.  (5) At the core of Towards a common Applications and

Doerr, H. modelling: conceptualization Modelling;

CERME 9 Connecting, of modelling that bridges Models and Modelling
coordinating and the research field Perspective (MMP)
integrating models Model Development

Sequence

Doerr, H. (6) Fostering Elaborating on teaching Models and modelling

Arlebéack,J.  students’ practices that foster perspective;

CERME 9 independence student independence in Model Development
in modelling modelling activities Sequence
activities

Arleback,J.  (7) Developing a To define and characterize ~ Fermi problems;

Albarracin, classification scheme  Fermi problems; Modelling Perspectives

L. of definitions of To describe the connection

CERME 10 Fermi problems in between Fermi problems

education from a
modelling
perspective

and modelling, according to
different perspectives
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Arleback, J.
Albarracin,
L.

CERME 11

(8) An extension of
the MAD framework
and its possible
implication for
research

Investigating the potential
in extending the Model
Activity Diagrams as an
analytical tool for studying
students’ activity in
modelling problems

Individual Modelling
Routes;
Model Activity Diagrams

Table 2. A snapshot of the

range of contributions of active researcher 2

Active researcher 2 (7 papers)

Theoretical perspective /

Authors Title Aim of the research .
theoretical concepts
Barquero, B. (1) The ‘ecology’ of  To study the institutional Barriers, obstacles and
Bosch, M. mathematical constraints that hinder the dilemmas in teaching
Gascén, J. modelling: implementation of mathematical modelling
CERME 6 Constraints to its modelling activities in ‘Ecology’ of didactic
teaching at university education organisations
level Anthropological Theory
of the Didactic
Barquero, B.  (2) Creating the Exploring some of the ‘Ecology’ of
Serrano, L. necessary conditions  essential characteristics or ~ mathematical modelling
Serrano, V. for mathematical principles of Study and practices;
CERME 8 modelling at Research Course as a Praxeology
university level didactic device for the Anthropological Theory
integration of mathematical  of the Didactic
modelling
Barquero, B.  (3) A study and To illustrate the phases of Study and research paths
Bosch, M. research path on the SRP-TE design and for teacher education
Romo, A. mathematical some preliminary results of  (SRP-TE)
CERME 9 modelling for teacher the implementation
education
Sala, G. (4) A multi- Report on the design, Inquiry-based learning;
Barquero, B.  disciplinary approach implementation and Study and research paths
Font, V. to model some analysis of a sequence of (SRP)
Giménez,J.  aspects of historical ~ tasks based upon a
CERME 9 events historical context
Barquero, B.  (5) Levels of analysis  Report on the design, Study and Research Paths
Monreal, N.  of a mathematical implementation and (SRP) as a teaching
Ruiz- modelling activity: analysis of Study and proposal for mathematical
Munzén, N.  Beyond the Research Path modelling
CERME 10  questions-answers
dialectic
Sala, G. (6) Mathematical Report on the design, Study and Research Paths
Font, V. modelling in an implementation and (SRP);
Barquero, B.  archaeological analysis of a teaching Relationship between
Giménez,J.  context: Their sequence to promote modelling and inquiry
CERME 10  complementarity as inquiry and modelling learning;
essential tool for competences Modelling competences
inquiry
Barquero, B.  (7) Modelling Addressing teachers’ lack Praxeologies
Bosch, M. praxeologies in of discursive tools to teach ~ Anthropological Theory
Wozniak, F.  teacher education: modelling processes of the Didactic
CERME 11  The cake box
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Table 3. A snapshot of the range of contributions of active researcher 3

Active researcher 3 (5 papers)

Authors Title

Aim of the research

Theoretical perspective /
theoretical concepts

Siller, H-S. Mathematical
Greefrath, G.  modelling in class
CERME 6 regarding to

technology

Discussing the specifics
of modelling with
computers and handheld
technology in
mathematics classes

Extended Modelling
Cycle regarding
technology when
modelling;

Phases of the modelling
cycle

Greefrath, G.
CERME 7

Modelling problems
and digital tools in
German centralised
examinations

Discussing the
simultaneous use of
realistic tasks and digital
tools in examinations

Modelling cycle;
Extended Modelling
Cycle concerning
technology

Greefrath, G.
Riess, M.
CERME 8

Solution aids for
modelling problems

Knowing more about the
students’ processes while
working on a modelling
task with a solution plan

Modelling competencies;
Solution plan;
Problem solving

Greefrath, G.  Modelling problems in

Examining the relevance,

Partial competences of

Siller, H-S. German grammar the authenticity of the modelling;
Ludwig, M.  school leaving context, the openness of Authenticity;
CERME 10  examinations the task and the partial Openness

(Abitur) — Theory and  competencies in

practice examination problems
Wess, R. Professional To study the development  Modelling competency
Greefrath, G.  competencies for of modelling-specific task  and sub-competencies;
CERME 11  teaching mathematical competencies in teacher Design of modelling tasks

modelling —
Supporting the
modelling-specific
task competency of
prospective teachers in
the teaching laboratory

education.

Table 4. A snapshot of the range of contributions of active researcher 4

Active researcher 4 (5 papers)

Theoretical perspective /

Authors Title Aim of the research :

theoretical concepts
Borromeo- (1) Mathematical Design and implementation  Modelling
Ferri, R. modelling in teacher of a university course on competencies;
Blum, W. education — teaching modelling at Modelling process as
CERME 6 Experiences from a school, described in the

modelling seminar

Observing the students’
progress on learning and
understanding
mathematical modelling

modelling cycle
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Borromeo- (2) Are integrated Identifying connections Thinking styles;
Ferri, R. thinkers better ableto  between teachers’ Teacher interventions;
Blum, W. intervene adaptively?  mathematical thinking Phases of the modelling
CERME 7 — A case study in a styles and types of teacher  cycle
mathematical interventions in
modelling mathematical modelling
environment environments
Borromeo- (3) Barriers and Investigating central Techer’s beliefs about
Ferri, R. motivations of primary barriers and also modelling in school
Blum, W. teachers for motivations of mathematics
CERME 8 implementing primary teachers for
modelling in implementing modelling in
mathematics lessons mathematics lessons
Borromeo- (4) Mathematical Discussing core similarities  Integrated teaching of
Ferri, R. modelling as a and differences between science and
Mousoulides, prototype for mathematical modelling mathematics;
N. interdisciplinary and interdisciplinary Modelling process as
CERME 10 Mathematics mathematics education described in the
education? — modelling cycle;
Theoretical reflections Students’ modelling
routes
Models and modelling
perspective
Borromeo- (5) Assessing teaching  Developing test items to Modelling
Ferri, R. competencies for assess prospective teachers  competencies;
CERME 11 mathematical mathematical modelling Competencies for

modelling

competencies

teaching mathematical
modelling

Table 5. A snapshot of the range of contributions of active researcher 5

Active researcher 5 (5 papers)

Theoretical perspective /

Authors Title Aim of the research .
theoretical concepts

Carreira, S. (1) Students’ To examine students’ Conceptual modelling;
Amado, N. modelling of linear approaches to application Contextual Modelling;
Canario, F. functions: How and modelling situations in  Co-action between tool
CERME 8 Geogebra stimulates a  the “technology world” of ~ and user

geometrical approach  the modelling activity
Carreira, S. (2) Assessing the best  Looking at students’ Models and Modelling
Baioa, A. M.  staircase: Students’ conceptualization of slope  Perspective;
CERME 9 modelling based on in the activity of examining Realistic Mathematics

experimentation with  and assessing real-world Education;

real objects staircases Experimental activities
Carreira, S. (3) Creating a colour Reflecting on criteria of Authenticity;
Baioa, A. M.  palette: The model, the authenticity for school Experiential Learning
CERME 10  concept, and the modelling tasks

mathematics
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Baioa, A. M.  (4) Simulations and Exploring the use of STEM education;
Carreira, S. prototypes in simulations and prototype Engineering Model-
CERME 11 mathematical construction in a STEM Eliciting Activities;
modelling tasks context Simulation
Almeida, L. (5) The configuration  Discussion on the Modelling perspectives;
Carreira, S. of mathematical configuration of modelling  Design of modelling
CERME 11 modelling activities: activities as dependent on tasks
A reflection on the modelling perspective

perspective alignment  adopted

One conclusion that can be drawn from the analysis of the set of tables is that these researchers
seem to fit with relative firmness in some of the so-called theoretical perspectives that are most
popular or most widespread in the research community: the modelling cycle and modelling
competences, the models and modelling perspective (MMP), and the anthropological theory of the
didactic (ATD).

The work of Arlebéck shows a certain tendency to explore the crossing of boundaries, namely when
crossing problem solving and the ATD to undertake the analysis of modelling processes. One of the
theoretical concepts that he offers for this analysis is the Model Activity Diagram, which can be
considered a powerful analysis tool to study, describe, and understand the student modeller
thinking. This researcher is fundamentally involved in MMP and from this perspective he develops
an important concept related to promoting the modeller thinking: the idea of Model Development
Sequence, which breaks with the division between modelling and application and conveys a more
integrated idea of modelling activity. Another important element of his contributions lies in the
implementation of the so-called Fermi problems, where he explores some of its features as being
pertinent and typical of problems that appeal to a modeller thinking. In this sense, he also follows
the line of inquiry of the design of modelling tasks for teaching.

Barquero’s research is clearly situated in the theoretical perspective of the general theory named as
ATD. The author gives great visibility to the concept of Study and Research Path as an analytical
tool to describe and understand the modeller thinking of students and teachers; she also proposes
that it may represent a didactic approach, that is, a way to promote the learning and the practice of a
modeller thinking (SRP for learning and SRP for teacher education). In several of her studies, she
proposes modelling problems that highlight authenticity and realism and contribute to the
integration of knowledge from other disciplinary areas. In this sense, interdisciplinarity and the
notion of inquiry-based learning seem to appear in her work as privileged approaches for the
promotion and implementation of the modeller thinking.

Greefrath seems to place most of his studies in a perspective centred on the theoretical concept of
the modelling cycle and the associated competencies and sub-competencies. The author also gives
attention to the use of digital resources in the modelling process and proposes an interesting
theoretical concept, the Extended Modelling Cycle, in which the modelling cycle includes a third
world called the technological world. This brings to the forefront one of the often forgotten aspects
that refer to the instruments and tools that are part of the modeller’s work, that is, it shows that the
modeller’s thinking is mediated by tools that transform and influence his/her actions in solving a
real world problem.

In the case of Borromeo-Ferri’s papers, we perceive a clear alignment with the perspective of the
modelling cycle and modelling competencies. Her contributions include considerable work on
teacher education, namely on promoting and assessing the development of modelling competencies
of future teachers. One of her interventions brings to light the very important connection between
mathematical modelling and interdisciplinarity. Thus, the author opens the theoretical field in
discussing mathematical modelling as a mathematical practice for promoting not only modelling
competencies but also interdisciplinary mathematics education. This work combines the concept of
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Individual Modelling Routes with design principles of modelling tasks according to the MMP. The
theme of modelling task design is further developed in the work of Borromeo Ferri, in terms of
studying the task competency for the teaching of mathematical modelling.

Finally, Carreira follows a direction generally close to the models and modelling perspective in her
work. One of her themes of interest is the analysis of mathematical modelling environments that
rely on practical experiences involving concrete objects of everyday life. The notion of experiential
learning is part of her theoretical framework and the concept of engineering model-eliciting activity
has also been a key element in some of her studies. She brings some concepts related to
authenticity, based on modelling problems that involve simulation and the construction of
prototypes. The integration of STEM also appears in her work as a way of putting interdisciplinarity
in connection with mathematical modelling. Carreira focuses, in particular, on the thinking of the
student modeller in experimental activities that involve simulation of real-world situations.

In brief, | believe that there are innovative and promising concepts that show theoretical advances,
not so much in terms of new theoretical perspectives, but of ideas, notions, and constructs that
broaden, develop, deepen, or extend the frontiers of other previous concepts. Here are some of
them:

e Model Development Sequence

e Modelling Activity Diagram

e Study and Research Path for learning modelling

e Study and Research Path for teaching modelling

e Extended Modelling Cycle with Technology

e Interdisciplinary Mathematical Modelling

e Experimental Mathematical Modelling
These are all theoretical and conceptual developments that | find worthy of being continued.
DISCUSSION AND CONCLUSIONS

We must have representations, models, concepts, principles, abstractions, and discourses for the
development of theories and surely representations only depict certain aspects of ideas or concepts
that form the fabric of theories. Thus, for example, we can point out the claims from Doerr,
Arleback, and Misfeldt (2017) who discuss the conceptual insufficiency of each of the numerous
representations of the modelling cycle in the literature. Specifically, they indicate that the cycle
typically does not give due notice or pay due attention to the following aspects: “the non-linearity
of modelling, the role of multiple models and pre-existing models within modelling activity, the
social and critical aspects of modelling and the role of computational media in modelling” (p. 74).
At the same time, the divergences remain on the advantage of drawing a line between mathematical
modelling and applications and of making that partition based on the direction in which the
modelling cycle is being followed. Several people continue to maintain the blended A&M (Blum &
Niss, 1991; Blum, 1995) as a comprehensive and productive way of thinking about an activity that
has several nuances when implemented in the school context. Another issue that is the subject of
divergences concerns the influence produced by the introduction of technological devices in the
process of mathematical modelling, including, for instance, the possibility of working with
simulators or using computational tools that automate the obtaining of approximate models.

Despite the disagreements that different perspectives can bring out on some theoretical concepts,
my main interest is to ask whether we are able to trace a possible conceptual common ground with
generative power to nourish not only the development of concepts, representations, perspectives,
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and lines of inquiry, but also to induce combining, coordinating and even synthesising or
integrating within the field (Prediger, Bikner-Ahsbahs & Arzarello, 2008; Bikner-Ahsbahs &
Prediger, 2010). | tentatively say yes and my conviction is that we need to keep alive the
contributions of the different communities of practice that intersect in the field of teaching and
learning mathematical modelling.

Ideas like those of Pollak (2007, 2015), Pelesko (in Cai et al., 2014), Galbraith (2015), or Blum
(2011), just to mention a few, seem very useful in revealing a certain thread: irrespective of the
perspective adopted, we are fundamentally and essentially working on the development of the
modeller thinking. This is similar to what other topics in mathematics education have been
advocating, namely the learning of algebra through the development of algebraic thinking or the
learning of geometry through the development of geometric thinking. It seems indisputable that
students learn modelling and applications through the development of a modeller thinking and that
teachers need to engage with that thinking, for instance, in designing tasks or supporting students in
modelling activities.

One may then ask whether there is any possibility at the present state of combining, coordinating or
synthesizing, in a more or less coherent and productive way, the various theoretical concepts and
perspectives. My answer to this question is that of an optimistic yes. And | believe that such
endeavour could be achieved by a diligent work around the construction, deepening and refinement
of theoretical concepts that offer relevant contributions to further reconceptualise the development
of the modeller thinking in its multiple facets: cognitive, cultural, critical, pedagogical, etc.

One of the quite robust concepts today is definitely that of the mathematical modelling cycle (with
its various schematic representations). Another one, which is closely related, is that of modelling
competencies. They are concepts of enormous relevance and have captured the energy and efforts
of many researchers. Also very promising is that of Study and Research Path, maybe reconstructed
as Study and Research Path for Modelling (learning and teaching). Maybe less developed
theoretical concepts are, for example, those of interdisciplinary modelling and of experimental
modelling. Besides these, there are other concepts that are important and valuable such as
prescriptive modelling and critical modelling, to mention only a few.

In Figure 1, I suggest a rather free representation (surely deficient in many senses) of what | see as
the generative role of the modeller thinking development in fostering new advances and possible
combination and synthesis. As mentioned before, we have actually the example of the combination
between the modelling cycle and modelling competencies. Other possibilities of coalescence will
probably require boundary-crossing and further conceptual strengthening.

Concepts

.. Representations
. 00000 C XXX :.o
.. Perspectives ..

Lines of inquiry

Figure 1. The development of the modeller thinking in fostering the combination of theoretical concepts and
perspectives
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This suggestion arises from my perception, based on various proposals for the organization,
classification, systematization and mapping of the field over a period of at least fifteen years, that
we are seeing cross-boundary movements and the search for interactions between different
theoretical perspectives (Stillman et al., 2017). Simultaneously, the predominance of some
theoretical perspectives in the debate seems to be clearer, and it is also evident that there is a
widening/deepening of some theoretical concepts that are being worked out by several active and
committed researchers, based on empirical studies across several lines of inquiry.

I conclude my discussion with a simple illustration whose purpose is mainly to be thought
provoking. In my master’s thesis (Carreira, 1993), | studied the processes of 10" grade students
when solving application and modelling problems involving trigonometry, with the use of the
spreadsheet. At that time, | used as a theoretical lens the notion of translating between different
systems of mathematical representations and the idea of conceptual amplifier to interpret the role of
the spreadsheet in the problems proposed. The empirical work involved a sequence of application
and modelling activities; for the purposes of the study, | considered that students were modelling
physical phenomena or situations when they used their mathematical tools (like sine functions,
parameters, etc.) to come up with mathematical models. Moreover, | adopted the modelling cycle as
a structuring concept of the pedagogical approach, with special importance given to some processes
such as interpreting, representing and mathematizing.

Looking back, | believe that | was proposing something like a Model Development Sequence (it
was not a theoretical concept of my research then). One of the activities could be seen as a Model
Exploration Activity (MXA), according to Arlebick, Doerr, and O’Neil (2013). The students were
asked to describe mathematically the physical phenomenon of beats that can be generated by using
two tuning forks of slightly different frequencies vibrating simultaneously. The students already had
a previous model about the propagation of sound waves and new the meaning of the parameters for
amplitude and frequency of the sound. What they did then was to explore, with the help of the
spreadsheet, the mathematics of constructive and destructive interference and to mathematically
translate the sound that occurs by overlapping sound waves with very similar frequencies, that is, a
succession of lower and higher sounds, the sound wave beats, as represented in Figure 2.

—

Figure 2. The sum of two sine waves (Retrieved from
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/91/Beat.png (copyrighted free))

At the same time, students worked on graphical and tabular representations of sound waves and
examined the effects of interference, both graphically and numerically. For example, they looked
for ways to find the maxima and minima of the wave resulting from the sum of two waves and
verified that they occurred periodically. They conjectured a possible relation between the frequency
of the beats and the frequencies of the two generating waves and were able to interpret this idea in
terms of the oscillatory movement of each of the superimposed waves. Thus, this application and
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modelling task could be an example of interdisciplinary modelling (relating mathematical models
and concepts of physics) and illustrates a certain kind of modeller thinking, in which the knowledge
and tools of other disciplines are integrated into the exploration of mathematical models.

Students have also worked intensively in the technological world, and in many respects this world
of the spreadsheet representational tools has become a conceptual amplifier. The fact that the
spreadsheet allows to work on functions and relationships between variables in numerical form, that
IS, using increments of the independent variable, makes it helpful for understanding mathematical
results and concepts and for creating accessible representations of the real phenomenon. Both
graphically and numerically, beats emerged expressed in mathematical terms. In this sense, the
students were developing their thinking with technology. The extended modelling cycle regarding
technology (which of course was not a formal concept at that time) makes perfect sense as a
theoretical concept to support this way of thinking and working with mathematical models.

Finally, the students have produced many questions and answers and also some results from an
initial generating question (mathematically explaining the beat that is produced by two very close
sound frequencies). This could well have been investigated and described using the conceptual tool
of Study and Research Path, namely in finding and interpreting interesting differences in the
solutions of the various groups in the class.

| used the example of my early 1992 study (completed shortly after ICTMA 5 where | offered a
workshop on oscillations and waves) because it was done at a time when theorizing in the field of
teaching and learning mathematical modelling was still taking its first steps. Now, it suits me for
underlining the point that theoretical concepts are extremely important in stirring the advancement
of the field. And I also notice that from that time on, throughout the various lines of inquiry, a
major aim of the research continues to be the development of the student modeller and of the
teacher modeller thinking. Therefore, it seems admissible that the development of the modeller
thinking is a key for some possible conceptual integration.
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UN BREVE BALANCE DE LA INVESTIGACION EN HISTORIA
DE LAS MATEMATICAS Y LA EDUCACION MATEMATICA EN
ESPANA

A brief balance of the research in History of Mathematics and Mathematics
Education in Spain

Maz-Machado, A.
Universidad de Cérdoba

Resumen

Se presenta un corto balance de la investigacion que se realiza en Historia de las Matematicas y la
Educacion Matematica en Espafia (HMEM). Hace mas de quince afios que se cred en el seno de la
SEIEM el grupo HMEM vy la produccion y presencia de los investigadores de este grupo y sus
estudios han aumentado. Se establece una agrupacion del tipo de investigaciones realizadas en
siete categorias no excluyentes.

Palabras clave: Investigacion, historia de la educacion matematica, historia de las matematicas,
Espafia.

Abstract

A short balance of the research carried out in History of Mathematics and Mathematics Education
in Spain (HMEM) is presented. The HMEM group and the production and presence of researchers
in this group have been created within the SEIEM for more than fifteen years and their studies have
increased. A grouping of the type of research carried out in seven non-exclusive categories is
established.

Keywords: Research, history of mathematical education, history of mathematics, Spain.
INTRODUCCION

A nivel internacional, desde la segunda mitad del siglo XIX se ha venido defendiendo la integracion
de la historia de las matematicas en la ensefianza de las matematica (Clark, Kjeldsen, Schorcht y
Tzanakis, 2018). A su vez las investigaciones sobre la Historia de las Matematicas y la Educacion
Matemética (HMEM) han tenido presencia a nivel internacional desde hace décadas. Si bien en el
afio 1976 se crea el International Study Group on the relations between History and Pedagogy of
Mathematics (HPM) afiliado al ICMI, uno de los puntos de inflexion en cuanto a interés y aumento
lo supuso la publicacién del libro History in mathematics education: The ICMI study (Fauvel y Van
Maanen, 2006). A partir de entonces se produjo una actitud mas favorable hacia esta linea y surgen
trabajos que abordan el tema desde variados posicionamientos, bien como recurso para el aula o
como fuente para conocer el desarrollo de la educacion matematica. Como afirma Schubring
(2006), la ensefianza de la historia de las matematicas constituye una de las dimensiones del
conocimiento del profesor de matematicas. Por su parte Grattan-Guinness (2004) promueve hacer
una diferencia entre lo que es history y heritage.

LA INVESTIGACION EN HMEM EN ESPANA

En Espafia, durante el VII Simposio de la SEIEM celebrado en Granada en el afio 2003, se realizo
el primer seminario dedicado a HMEM dentro de los simposios de la SEIEM. El coordinador fue
Bernardo Gomez y los ponentes fueron Luis Puig, Fulvia Furinghetti, Maria Teresa Gonzalez y
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Modesto Sierra. Como consecuencia de este seminario se acordd constituir en ese simposio el
Grupo de Investigacion HMEM. Pese a que formalmente es en 2003 cuando se crea este grupo de
investigacion, los investigadores que se adscribieron a participar en él contaban, en su mayoria, con
una larga trayectoria investigadora en este campo. Durante los primeros 10 afios fui el encargado de
coordinar las actividades de dicho grupo y el relevo lo asumié Luis Puig.

La investigacion espafiola sobre HMEM se ha realizado por grupos o investigadores individuales
focalizados principalmente en las universidades de Salamanca, Valencia, Granada, Coérdoba y
Zaragoza.

La HMEM ha estado presente en las revistas espafiolas de forma notable. En un estudio realizado
sobre los articulos de 8 revistas espafiolas indexadas en la base de datos MathEduc, se hallo que
aquellos etiquetados como A30: biografias. Historia de las mateméticas eran los de mayor nimero,
representando el 6% del total de articulos (Bracho, Torralbo, Maz-Machado y Adamuz-Povedano,
2014).

Hace un lustro, Gonzalez (2013a) realizaba un balance de la investigacion en HMEM en Espafia y
afirmaba que las investigaciones eran escasas y que practicamente se focalizan en andlisis de libros
de texto. Una revisién mas actual y exhaustiva revela que si hay un buen nimero de investigaciones
sobre otros aspectos y que incluso puede establecerse una clasificacion de ellas (Maz-Machado,
Madrid, Ledn-Mantero y Jiménez-Fanjul, 2017):

e Mateméticos y autores de libros: Concentran los estudios en los matematicos
(mayoritariamente esparioles) y en autores de libros de texto que han tenido influencia y
trascendencia en la formacion matematica en Espafia a lo largo de los siglos, tratando de dar
a conocer a estos personajes a la sociedad, porque en su mayoria son practicamente
desconocidos para el gran publico (por ejemplo, Le6n-Mantero, Maz-Machado y Madrid,
2019; Puig y Fernandez, 2013; Sanz y Gémez, 2018).

e Legislacion y curriculo: Son investigaciones en las que se busca indagar sobre los aspectos
legales del pasado en relacion con la ensefianza de las matematicas y como han afectado
tanto al aprendizaje como las metodologias empleadas (por ejemplo, Carrillo y Sanchez,
2010; Vea, 1986).

o Libros de texto: Buscan conocer la forma en que se presentan los contenidos, las estrategias
didacticas presentes, el tipo de problemas y de qué manera se incorporan o se ven reflejadas
las normativas educativas en un determinado periodo de tiempo (por ejemplo, Gutiérrez-
Rubio y Madrid, 2018; Madrid, Maz-Machado, Ledn-Mantero y Lépez-Esteban, 2017;
Sanchez y Gonzélez, 2017).

e Contextos historicos, cientificos y sociales: Tratan de identificar, conocer y analizar el
entorno social, histérico y de la propia ciencia en el que se sucedieron diversos hechos
relacionados con las matematicas, su ensefianza y aprendizaje a lo largo de la historia (por
ejemplo, Oller-Marcén y Meavilla-Segui, 2018; Rico y Maz, 2005).

e Instituciones: Centran su atencidn en determinadas instituciones que han tenido un lugar
destacado en la formacion matematica de grupos especificos (militares, ingenieros, etc.) o
por el fomento de las matematicas, tratando de identificar y conocer los aspectos que
permitieron tal hecho y como se llevaron a cabo estos procesos (por ejemplo, Comas, 2015;
Navarro, 2013).

e Conceptos: Son investigaciones focalizadas en el desarrollo de determinados conceptos
matematicos en Espafia (por ejemplo, Maz y Rico, 2009; Picado, Rico y Gémez, 2015;
Sierra, Gonzéalez y Lopez, 1999).
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e Narrativas o historias de vida: Estudian la vida y el trabajo de los docentes en su contexto
histérico, ayudando a desarrollar nuevas perspectivas para la construccion social de la
enseflanza y a su vez contribuyen a la produccion de una variedad mas amplia de
conocimientos profesionales enfocados hacia el ambito docente (por ejemplo, Gonzalez,
2013b; Sotos y Lopez, 2015).

En los Simposios de la SEIEM la Historia es un tema recurrente a lo largo de los afios (Blanco,
2011). Esta presencia de la investigacion en HMEM en Espafia se hace visible con el otorgamiento
de proyectos de investigacion en el campo en las diferentes convocatorias dentro del Plan Estatal de
Investigacion Cientifica y Técnica y de Innovacion para el desarrollo de las actividades de 1+D+I
asi como en otras de caracter autonémico. Asi mismo, la participacion de investigadores espafioles
con tematicas de HMEM en congresos internacionales ayudan a la internacionalizacion de este tipo
de investigaciones que se realizan en el ambito espafiol.

Las recientes tesis doctorales realizadas en Espafia en esta rama de la Educacion Matematica
indican que se estan formando nuevos investigadores en HMEM. Esto es positivo para el campo
porque empiezan a hallarse nuevas técnicas de investigacion que van mas alla de las valoraciones
cualitativas y a veces subjetivas.

Sin embargo, es necesario sefialar que el interés de esta investigacion es practicamente local, es
decir, se investiga el desarrollo histérico de las matematicas y la educacién matematica en Espafia y
son pocas las que abordan la historia de fuera de Espafa.

Todos estos antecedentes han llevado a la SEIEM a promover la realizacion de este seminario de
investigacion dedicado a la HMEM. Para ello contamos con tres ponencias de investigadores con
experiencia y que presentan perspectivas distintas sobre las inquietudes, propdsitos o técnicas en la
investigacion en HMEM tanto a nivel nacional como internacional.
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REFLEJO EN LA ENSENANZA PARA EDUCACION
SECUNDARIA EN ESPANA A TRAVES DEL ANALISIS DE
MANUALESY

The institutionalization of Mathematical Analysis in the 18th century through
historical books and his image in teaching for Secondary Education in Spain
through the analysis of textbooks
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Resumen

La historia de las Matematicas y la educacion matematica contribuye a conocer el tratamiento
matematico que distintos contenidos han recibido a lo largo de los afios. En este trabajo vamos a
relacionar el proceso histérico del Analisis Matematico y su ensefianza en Educacion Secundaria
en Espafia, lo que mostrara que las dificultades histdricas en la construccion de distintos conceptos
de esta rama de conocimiento resultan esenciales para conocer cuéles han sido las etapas que han
dirigido la docencia hasta donde estd hoy en dia. Se ha realizado un analisis de tipo historico
utilizando como herramienta el analisis de contenido de libros de Matematicas antiguos y
manuales de ensefianza, técnica ampliamente utilizada en investigaciones en este campo. Los
resultados muestran como se ha consolidado una rama potente de las Matematicas, que hoy dia
invade todos los dominios de las ciencias e incluso de las humanidades: el Analisis Matematico, y
cdémo se adaptan los manuales usados en la ensefianza en Educacion Secundaria en Espafia a los
curriculo oficial en cada época, asi como algunos de estos manuales pueden ser considerados
puntos de transicion.

Palabras clave: Anélisis Matematico, historia de las Matematicas y la educacion matematica,
manuales, Educacién Secundaria.

Abstract

History of mathematics and mathematics education helps to understand the mathematical treatment
that different contents have received throughout the years. In this work, we will relate the historical
process of mathematical analysis and its teaching in Secondary Education in Spain, which will
show the historical difficulties in the construction of different concepts of this branch of knowledge
are essential to know what have been the stages that have directed the teaching to where it is today.
An analysis of historical kind has been carried out using as a tool the content analysis of old
mathematics books and textbooks, a technique that is widely used in research in this field. The
results show how a powerful branch of mathematics has been consolidated, which nowadays
invades all the domains of the sciences and even of the humanities: the Mathematical Analysis, and
how they adapt the manuals used in the teaching in Secondary Education in Spain to the official
curriculum in each age, as well as some of these manuals can be considered transition points.

Keywords: Mathematical Analysis, history of mathematics and mathematics education, manuals,
Secondary Education.
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INTRODUCCION

Este trabajo de investigacion pretende mostrar la evolucion de una disciplina escolar, el Analisis
Matematico, y su ensefianza en Educacion Secundaria en Espafia. Los origenes de los sistemas
educativos modernos, vinculados al desarrollo del capitalismo, son los fundamentos de las
disciplinas escolares. Estudios sobre la historia del curriculum y las disciplinas escolares (Foucault,
1992; Goodson, 1991, 1995) constatan que todo conocimiento es realizado y construido en un
contexto social. Goodson (1991) indica que “el curriculum puede entenderse como una “tradicion
selectiva” compuesta tanto por lo que se dice como por lo que se omite” (p. 33), mientras que
Foucault (1992) afirma que “las disciplinas escolares nacidas dentro del contexto institucional de
los sistemas educativos son saberes-poderes” (p. 425).

Estas investigaciones concluyen que los campos de conocimiento no estdn constituidos por el
discurso teorico o cientifico, sino por la practica cotidiana y reglamentada. Estas consideraciones
sociologicas e historicas de las materias de ensefianza nos llevan a la afirmacion de que las
disciplinas escolares posen una autonomia constitutiva con respecto a las ciencias de referencia,
surgidas en contextos sociales diferentes. Los contenidos de la ensefianza se conciben como
entidades en si, no como meras adaptaciones o imitaciones de los conocimientos cientificos
(Chervel, 1991). Esta misma idea esta recogida en los trabajos de Popkewitz, sintetizada en la
siguiente cita de Popkewitz (1994): “Las diferencias sustanciales entre los saberes cientificos y las
asignaturas del curriculum son el resultado de una especie de “alquimia” producida en el espacio
social de la escuela” (p. 127).

Los programas son los textos visibles que contienen la formulacion de las fronteras de la disciplina.
No son una creacion natural, son el resultado de tradiciones y usos educativos, nos informan de
intenciones, pero no sobre las practicas escolares, aunque indirectamente puedan sugerirlas.
Constituyen ese arbitrario cultural que se gesta historicamente y son “farmacos de la memoria”
(Lledd, 1994). Los cuestionarios explicitan los contenidos, pero los libros de texto son los que
poseen un uso social en el aula, son artefactos culturales que intervienen en los procesos
pedagdgicos como mediadores entre profesores y alumnos.

En este sentido se puede afirmar que las disciplinas escolares, y asi también Analisis Matematico en
Educacion Secundaria, forman parte de un tipo especial de conocimiento que s6lo es posible
estudiar dentro de su contexto institucional. Es lo que se viene llamando codigo disciplinar (Cuesta-
Fernandez, 1997), constituido por el conjunto de ideas, valores, suposiciones, reglamentaciones y
rutinas practicas que a menudo se traducen en discursos legitimadores y en lenguajes publicos sobre
el valor educativo de la disciplina, y que orientan la practica profesional de los docentes. El codigo
disciplinar no es una realidad estatica, es una creacién social que tiene un proceso de construccion y
no de creacion.

Como han sefialado algunos investigadores (Radford, 1997, o Artigue, 1998), la cultura es un factor
de gran influencia en la Educacién Matematica. Es decir, el desarrollo del conocimiento no tiene
lugar unicamente dentro de la estructura de la evolucion natural del sujeto, sino, también, dentro de
las estructuras socioculturales del desarrollo, teniendo en cuenta los factores socioculturales. Es
decir, como el conocimiento es también una producciéon cultural ineludiblemente relacionada con el
medio, los factores culturales influyen. Como sefiala Radford, “Las Matematicas son, basicamente,
manifestaciones semioticas de ciertos elementos culturales que sus miembros desarrollan a traves
de experiencias compartidas y desde donde se forman el significado de los productos”.

Los manuales escolares

Es oportuno iniciar mencionando que existe cierta ambigiiedad en torno a la denominacién de
nuestro objeto de estudio, los materiales impresos enfocados a la ensefianza escolar.
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En el area iberoamericana, en idioma espafiol (o castellano) se usan principalmente tres sustantivos
para indicar el nivel mas general y abarcativo: libros, textos y manuales, seguidos o no, del adjetivo
“escolar”. Tendriamos asi, en principio: libros escolares, libros de texto, textos escolares, manuales,
0 manuales escolares. (Ossenbach y Somoza, 2001, pp. 15-16).

En ese reporte, estos autores mencionan que el espafiol no es el Unico idioma en el que se presenta
esta pluralidad de términos (en inglés, textbooks o schoolbooks; en portugueés, livros didéticos,
textos didaticos, manuais escolares o livros para criancas) pero hay cierta tendencia a nombrarlos
como manuales escolares, debido entre otras razones a la influencia francesa (manuels scolaires)
como también por hacer referencia a libros manejables —a la escala de la mano-, destinados a la
enseflanza —escolares-.

En nuestro caso, concordamos con la distincion hecha por Gomez:

En un sentido amplio, un libro de texto es una publicacion especializada, reconocible por su
contenido y porque esta rotulado claramente indicando la materia que trata y, a menudo, indicando a
quién va dirigido. [...] A partir de la implantacion del sistema publico de ensenanza surge el género
mas conocido de los libros de texto: los manuales escolares. Un manual es un libro de texto que es
utilizado en la escuela, que es recomendado por los profesores y que nace en respuesta a las
necesidades del sistema de ensefianza. (Gomez, 2009, p. 22).

Nuestro andlisis lo haremos a partir de los manuales escolares utilizados para la ensefianza del
Anadlisis Matematico en Educacion Secundaria en Espafia. Sin embargo, cabe aclarar que algunos
autores hacen uso indistinto de los términos libro de texto o manual escolar.

METODOLOGIA

Se trata de un trabajo de tipo descriptivo y ex post facto, enmarcado en el enfoque de investigacion
de tipo histérico (Fox, 1980). En la investigacién histérica en Educacion Matemaética existen tres
niveles, cada uno de los cuales profundiza el anterior. En primer lugar, estan las leyes, decretos y
6rdenes ministeriales que sefialan las ideas del partido gobernante y que se traducen en desarrollos
curriculares (en el caso espafiol los decretos de minimos del gobierno central y su desarrollo por las
comunidades autdnomas. Un segundo nivel es el anlisis de libros de texto y materiales curriculares
que tratan de desarrollar el curriculo oficial. Finalmente, el tercer nivel ligado a la accion del
profesor en el aula. Schubring (1987) sefiala esta accion del profesor en el aula como clave para
entender los procesos de ensefianza-aprendizaje a lo largo de la historia, pero, desafortunadamente,
no tenemos documentos para estudiarla. Un buen instrumento podria ser la investigacion sobre los
examenes de matematicas de una institucion escolar a lo largo de su historia, pues el examen refleja
lo que el profesor quiere que sus alumnos hayan aprendido, pero en Espafia no existe ni tradicion ni
obligacion legal de conservar los examenes.

Hasta los afios 80 el libro de texto era considerado como un material menor, simple divulgador del
saber cientifico. Como sefiala Escolano (1997), el interés por investigar los manuales escolares se
pone de manifiesto en los historiadores de la educacion al intentar cubrir uno de los vacios
historiograficos existentes en la historia del curriculum. En palabras del profesor Agustin Escolano,
los textos se convierten en “fuentes imprescindibles para desvelar algunos de los silencios de la
intrahistoria de la escuela, es decir, las claves internas que pueden elucidar la gramatica que ordena
la vida de la institucion educativa” (p. 15). Asi, los textos se convierten en espacio de memoria,
soporte curricular, espejo de la sociedad, modos de apropiacién de la cultura academizada en el que
se reflejan los métodos y estrategias utilizados por los maestros. En definitiva, como la
materializacion del curriculum en todas sus dimensiones, en sus estructuras, en sus valores y en sus
formas de desarrollo.

En el marco de la investigacion histdrica en Educacién Matematica, se ha puesto de manifiesto la
importancia del analisis del libro de texto como reflejo de la actividad que se realiza en el aula.
Ademas, “los libros de texto determinan la practica de la ensefianza mas que los decretos de los
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distintos gobiernos” (Schubring, 1987, p. 41). Por otra parte, diversos autores destacan el papel que
los manuales escolares pueden tener dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje:

Hasta hace poco tiempo los libros eran el Gnico instrumento de transmision del conocimiento
matematico en el contexto educativo. Por ello, el estudio de los libros antiguos de matematicas
ofrece una inmejorable ventana para conocer no solo el tratamiento de los conceptos matematicos en
su época. También lo es para estar al tanto de la actividad intelectual de una sociedad, asi como las
modas y tendencias pedagodgicas imperantes en ciertas regiones o paises. (Maz-Machado, Lépez y
Sierra, 2013, p. 78).

Segun Schubring (2014), a comienzo del siglo XX, en concreto en el afio 1901, se publico el libro
de Grosse sobre los libros de texto de aritmética desde el siglo XVI, libro que inauguré la subarea
de la historia de la educacion matematica dedicada al analisis de libros escolares. Pero desde hace
unos veinte afios, a nivel internacional, se ha forjado una linea de investigacion en este campo. El
afio 2000 representa un punto de inflexién en el aumento de las investigaciones y publicaciones
sobre historia de la educacion matematica, por la publicacién del libro History in mathematics
education: the ICMI study (Fauvel y Van Maanen, 2000). En él se presentan una variedad de
metodologias y estrategias especificas para este tipo de estudios que han servido de orientacion a
investigaciones en este campo.

En Espafia, dentro de la comunidad de investigadores en Educacién Matematica los libros de texto
son objeto de estudio desde muy diversas perspectivas. Destacamos que los primeros trabajos que
fueron el estudio de Sanz (1995) sobre los tipos y la funcién de las configuraciones graficas de
datos en los libros de texto de primaria y el trabajo de Rico, Gémez y Sierra (1997) sobre los libros
e impresos para la ensefianza del célculo y la geometria. Trabajos posteriores son la tesis de
Alexander Maz-Machado (2005), acerca de la forma de presentar los nimeros negativos en los
textos de matematicas de los siglos XVIII'y XIX; los trabajos de Sierra, Gonzélez y Lépez (1999,
2003), sobre la evolucién de los conceptos de limite y continuidad en los libros de texto de
Matematicas de Espafa; en Gomez (2011) podemos ver el marco de como el analisis de manuales
se convierte en un problema de investigacién en Didactica de las Matematicas; los trabajos de
Monterrubio y Ortega (2011), sobre diferentes modelos de anélisis y valoracion de textos escolares
de matemaéticas; de Azcérate y Serradd (2006), sobre tendencias didacticas en libros de texto de
matematicas; Martinez, Mufioz y Oller (2014), sobre el tratamiento dado a la proporcionalidad
compuesta en libros de texto o el de Garcia y Guillén (2010), sobre la aplicacién de un modelo
elaborado para categorizar la geometria de los sélidos en libros de texto. Dentro de las
investigaciones historicas en Educacion Matematica en Espafia se incluyen las especificas sobre
libros de texto destacados, por ejemplo, el analisis del Tratado elemental de matematicas de José
Mariano Vallejo en el bicentenario de su publicacion (Maz-Machado y Rico, 2013). También
destacan aquellas que estudian el desarrollo histérico de conceptos matematicos basandose en el
andlisis de libros para la ensefianza de las matematicas, por ejemplo, la evolucion de los conceptos
de analisis matematico en los libros de texto espafioles de Ensefianza Secundaria del siglo XX
(Gonzalez y Sierra, 2002), el estudio de la aritmética y el algebra en los libros de formacion de
maestros entre 1839 y 1971 (Sierra y Lépez, 2013), la incorporacion de las nuevas unidades
métricas a los libros de texto en Espafa en la segunda mitad del siglo X1X (Picado, Rico y Gomez,
2015) o el signo radical en textos para la ensefianza (Gémez, 2010). Asi mismo, se ha estudiado la
introduccion del calculo infinitesimal en Espafia (Ausejo y Medrano, 2010; 2012). También los
trabajos analizando autores y libros antiguos de los siglos XVI al XIX, como Maz-Machado y Rico
(2015), Puig (2018), Madrid, Maz-Machado, Leon-Mantero y Lopez-Esteban (2017) o Meavilla y
Oller (2014).

Los investigadores en la linea de la Historia de las Matemaéticas y la Educacion Matematica
encuentran en los libros de texto una fuente que les permite acercarse a otros periodos y
comprender mejor la ensefianza de esta disciplina. Los libros de texto, en este caso de matematicas,
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muestran los contenidos que se impartian en cada época permitiendo entender la evolucion de estos
conocimientos a lo largo del tiempo, pero junto a estos distintos contenidos matematicos muestran
otros aspectos didacticos que permiten comprender como se han ensefiado estos a lo largo de los
distintos periodos histéricos.

Esto se debe a que los libros muestran los habitos y las costumbres de cada periodo, la actividad
intelectual, la organizacién de las ideas, las relaciones pablicas de apropiacion y exclusion del saber
e incluso las modas o las tendencias que imperaban en cada época. Mas especificamente, los libros
para la ensefianza permiten observar la forma de transmitir el saber y de utilizarlo en los asuntos
sociales (Maz-Machado y Rico, 2015).

En definitiva, el libro de texto permite conocer la evolucion de un concepto o una idea matematica,
las diferentes formas a través de las cuales los matemaéticos del pasado se acercaron a él, las
dificultades y el proceso gradual de simbolizacién, formalizacion y asi sucesivamente (Bruckheimer
y Arcavi, 2000). Ademas, los textos de matematicas no son documentos Unicamente formales, no se
reducen a una secuenciacion de conceptos y procedimientos, sino que son materiales docentes con
propositos educativos. Por eso incorporan otras informaciones que aportan diferentes sentidos al
conocimiento matematico, enriqueciéndolo, y se proponen transmitir una serie de significados que
faciliten la correcta comprension de los conceptos formales que presentan (Segovia y Rico, 2001).

En definitiva, el andlisis de textos antiguos facilita la reconstruccion de los conceptos, ayuda a
contextualizarlos y a conocer los diversos acercamientos a lo largo de la historia, permite interrogar
sobre la validez de las formas de argumentar vigentes en otras épocas y buscar los fundamentos de
las formas actuales. A su vez, los textos antiguos aportan informacion sobre aspectos pedagdgicos,
por ejemplo, sobre las formas de organizar y presentar los contenidos, sus representaciones o las
situaciones, problemas y ejercicios que se utilizaban para explicar los conceptos y métodos
matematicos (Gomez, 2001). Coincidimos con Dorce (2017) que afirma que la Historia de las
matematicas consigue dar otro punto de vista a los curriculos y aportar una motivacion extra al
alumnado, que puede ser un hilo conductor de una clase mas interesante y amena.

En esta ponencia me detendré brevemente en tres momentos del desarrollo del Analisis
Matematico, a través de libros de texto histdéricos. Después estudiaré la incorporacion y posterior
desarrollo del Andlisis Matemético en los Bachilleratos en Espafia, siempre refiriéndome a los
libros de texto, aunque contextualizandolos dentro de cada uno de los planes de estudio vigentes.

Pero antes de proseguir, hay que sefialar que la organizacion didactica “normalizada™ del Analisis
Matematico sigue un camino inverso del de su desarrollo histérico, mostrado en la Figura 1.
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Figura 1. Desarrollo histérico del Anélisis matematico

Este es el desarrollo histérico, mientras que el desarrollo didactico sigue justamente el camino
inverso. A mi juicio, esto ha provocado una descontextualizacion en la ensefianza-aprendizaje de
los conceptos del Analisis en la ensefianza secundaria, que puede explicar algunas de las
dificultades de los alumnos en el aprendizaje. Como es bien conocido, la ensefianza del Analisis
Matematico en el Bachillerato presenta dificultades importantes. Si se observa lo que sucede, por
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ejemplo, con el aprendizaje de la Aritmética y Geometria, vemos que en los primeros afios de la
educacion obligatoria se hace de forma experimental, en una fase posterior se pasa al razonamiento
deductivo. No ocurre asi con el Analisis Matematico. Hasta los 16 afios los alumnos casi no han
oido hablar del infinito, limite, convergencia, etc. Incluso en lo que se refiere a la tangente, la
asocian con la recta tangente a una circunferencia en un punto; en consecuencia, no se ordena un
conjunto previo rico en experiencias. Hay dificultades que persisten después de una primera
ensefianza del Andlisis. Bernard Cornu parte, en su tesis doctoral (Cornu, 1983), de una lista de
obstaculos epistemologicos para la ensefianza del limite (fundamentados en el desarrollo historico
del concepto) y de las concepciones de los alumnos sobre el concepto de limite para construir una
secuencia didactica. Esta secuencia estd basada en la realizacion de ciertas tareas que plantean
situaciones abiertas y que favorecen las producciones orales (grabadas en magnetofdn) y escritas de
los alumnos. Asi, disefia y desarrolla tres actividades de aproximacion (geométrica, analitica y
numeérica) que pretenden plantear la necesidad de abordar el concepto de limite, y otra mas que,
basada en las anteriores, lo introduce en sus aspectos geométrico y numeérico.

Anna Sierpinska, en su primer articulo relativo al tema (Sierpinska, 1985), propone una lista de
obstaculos basandose en las dificultades que aparecen en la génesis historica del concepto y en un
estudio de casos -realizado con cuatro alumnos- donde pretende contrastar dichas dificultades. En
un articulo posterior (Sierpinska, 1987), presenta una serie de sesiones con estudiantes de
humanidades en las que pretende desarrollar el concepto mediante situaciones didacticas que
favorezcan la superacion de los obstaculos por parte de los alumnos. Los obstaculos que propone en
este articulo son los mismos que en el anterior, pero reorganizados en funcién de una dualidad
existente entre los mismos. La misma autora se plantea en un articulo relativamente reciente
(Sierpinska, 1990) el significado del concepto de comprension (para ella la comprension es un acto,
inmerso en un proceso de interpretacion, y trae consigo un nuevo método de conocimiento) y da
una lista de actos de comprensién que permiten hacer un estudio epistemoldgico de conceptos
matematicos. En segundo lugar, aplica el método anterior para hacer una clasificacion de los actos
de conocimiento y los correspondientes obstaculos que se deben superar para comprender el
concepto de limite de una sucesion. Asi, conjuga un nuevo método de andlisis epistemoldgico con
el concepto de obstaculo epistemoldégico.

En la linea de los obstaculos epistemologicos, pero enfocados no a la deteccion de estos sino a la
ingenieria didactica, se halla un trabajo de Robinet (1983) en el que, después de estudiar la génesis
histdrica del concepto y su lugar en los manuales franceses, propone una didactica basada en un
estudio gréafico de funciones elementales que son familiares a los alumnos -la parabola e hipérbola,
entre otras- para ir, poco a poco, generalizando el concepto.

Asi, si el primer aprendizaje del Analisis se hace de modo mecanico, no tardan en aparecer las
dificultades y errores, pero, a veces, es ya tarde para atajarlos. Un concepto matematico no tiene
una forma dada de una vez para siempre y un contenido que no varia; no es cierto que la ultima
evolucion del concepto reemplace a las precedentes y las destruya; sino que no existe sin las
anteriores versiones, sin fundamentar en ellas su sentido. El andlisis de libros de texto historicos
puede ayudar a comprender esto y a mejorar los procesos de ensefianza-aprendizaje.

RESULTADOS

Inicio, consolidacién e institucionalizacion del Analisis Matematico, a través de libros
historicos

1.- Inicios del Andlisis Matematico

Los origenes del célculo integral se remontan al mundo griego, concretamente a los célculos de
areas y volumenes que Arquimedes realizé en el siglo 111 a. C.
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A Arquimedes se le deben innumerables célculos de areas y volimenes; algunos tan importantes y
dificiles como el area de la superficie esférica o la longitud de una vuelta de espiral mediante el
método de exhaucion de Eudoxo -para lo cual debia conocer de antemano la solucion-. Sus escritos
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Figura 2. Archimedis Opera omnia, de Heiberg (1911)
http://euler.us.es/~libros/images/archimedes230.jpg

Esta imagen esta recogida en la exposicion virtual: El legado de las Matematicas. De Euclides a
Newton: Los genios a través de sus libros (en la web http://euler.us.es/~libros/index.html), que con
motivo del afio mundial de las Matematicas se organizo en Sevilla en diciembre del afio 2000. Se
trata de la edicion de 1911 debida a Johan Ludvig Heiberg, que en 1906 encontrd un palimpsesto de
174 paginas de pergamino de piel de cabra conservado en Estambul de los siglos XII-XIV, un
documento con texto que ha sido sobreescrito encima de una obra anterior. Asi, debajo de varios
textos liturgicos, aparecieron varias obras de Arquimedes, incluida una obra denominada El
Método. La imagen de la Figura 2 presenta la pagina donde Arquimedes describe el método de sus
infinitos segmentos para cuadrar la parabola usando una palanca y moviendo convenientemente los
correspondientes segmentos hasta que ambas figuras, triangulo y parabola quedasen equilibradas.

Segun Duran (2000a), en el siglo XVI1I la necesidad de entender obras griegas dificiles como las de
Arquimedes fue la que produjo el nacimiento del calculo.

En el Acta Eroditorum, la primera revista cientifica mensual alemana publicada entre 1682 y 1782,
fundada en Leipzig por Otto Mencke por iniciativa de Gottfried Leibniz y con el apoyo del duque
de Sajonia, aparece en el afio 1684 un trabajo de Leibniz (1646-1716), que se ha considerado como
el articulo fundador del calculo infinitesimal: Nova Methodus pro maximis et minimis itemque
tangentibus quae nec fractas nec irrationalis quantities moratur et singulare pro illis calculus
genus, que incluia la solucion al problema de Beaune: hallar una curva cuya subtangente que sea

constante.
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Figura 3. Acta Eruditorum, Januarii 1691

https://qutenberg.beic.it/view/action/nmets.do?DOCCHOICE=13350590.xmI&dvs=1563741411255~285&locale=es E
S&search_terms=&show metadata=true&adjacency=&VIEWER URL=/view/action/nmets.do?&DELIVERY RULE
ID=7&divType=&usePid1=true&usePid2=true

Segun sefiala Cuesta Dutari (1985), el articulo deberia titularse “Ecuaciones diferenciales, un nuevo
método de investigacion geométrica”; lo verdaderamente interesante del articulo de Leibniz es que
plantea, en una ecuacion diferencial, el problema de las curvas de subtangente constante y resuelve
este problema.

En el discurso inaugural del curso 1913-14 que Rey Pastor (1913) dicté en la Universidad de
Oviedo sefiala que el método infinitesimal estaba ya tan adelantado antes de Newton y de Leibniz,
que el problema consistia principalmente en descubrir una notacion adecuada para que fueran
posibles progresos esenciales. Esta notacion fue encontrada por Leibniz en 1675, aunque Newton
parece haber estado desde 1676 en posesion de las ideas de fluente y fluxién, pero en sus famosos
Philosophiae naturalis principia mathematica no los utiliza, y las primeras noticias indirectas de
sus ideas datan de 1693 por la obra de Wallis. La exposicion completa no fue hecha hasta 1736,
después de la muerte de Newton. No pretendemos tomar posiciones en la famosa polémica sobre la
prioridad del Calculo infinitesimal que tanto apasiond a los contemporaneos y aun a algunos autores
actuales.

Pero quienes realmente perfeccionaron el Célculo, en su aspecto instrumental, fueron los hermanos
Jacobo (1654-1705) y Juan Bernouilli (1667-1748), profesores de la Universidad de Basilea. Hay
dos volimenes de la Opera Omnia de Jacobo, impresos en 1744 y cuatro de Juan Bernouilli,
impresos en 1742. Este fue el primero que propuso el problema de la braquistocrona, es decir, el
problema de encontrar la curva por la que bajando un grave desde A hasta B, lo hace en el minimo
tiempo.

Juan Bernoulli dio lecciones al Marqués de L’Hopital (o de L’Hospital) (1661-1704) y fruto de esas
lecciones fue el primer libro de texto del Analisis infinitesimal titulado Analyse des infinements
petits pour I"intelligence des lignes courves, escrito por el Marqués y publicado en 1696, aungue los
descubrimientos que aparecen en él son obra de Bernouilli. Ya en vida de L’Hopital, Juan Bernoulli
reclamo para si la autoria de los descubrimientos del libro y posteriormente este reclamo fue hecho
por sus discipulos; el asunto se aclaré cuanto en 1955 se publico el contrato por el cual Bernouilli se
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comprometia a ceder sus descubrimientos a L’Hopital por una suma de dinero; esto nos muestra la
actividad matematica como una actividad humana sometida a sus grandezas y a sus miserias.

El libro de L’Hopital pretendia ser, en efecto, un libro de texto y por eso esta escrito en lengua
romance.

ANALYSE
DES
INFINIMENT PETITS,

« POUR
LINTELLIGENCE DES LIGNES COURBES.

Dar M le Marguis DE 'HospiTAL

SECONDE EDITION.

Chez FRANGOTs MONTALANT i l'entrée du
Quay des Auguftins du c6té du Pont S. Michel.

MDCCXVL
AVEC APPROBATION ET PRIVILEGE DU ROY.

SCIERTIAE
S 5

IR

Figura 4. Analyse des infinements petits pour I"intelligence des lignes courves, L’Hopital (1716-22 edicion)
https://ia902709.us.archive.org/27/items/infinimentpetits17161hosO0uoft/infinimentpetits17161hosO0uoft.pdf
L’Hopital se basa en dos postulados:

e Postulado I: Dos cantidades cuya diferencia sea una cantidad infinitamente pequefia pueden
intercambiarse la una por la otra.

e Postulado Il: Una linea curva puede considerarse como el agregado de un nimero infinito de
lineas infinitamente pequefias.

El contenido el libro es el siguiente:
e Seccion Primera: Donde se dan las reglas del calculo de diferencias.

e Seccion 2: Uso del calculo de diferencias para encontrar las tangentes de todas las clases de
lineas curvas.

e Seccion 3: Uso del calculo de diferencias para encontrar las mas grandes, y las menores
aplicadas. A lo que se reducen las cuestiones de maximos y minimos.

e Seccion 4: Puntos de inflexion y retroceso

e Seccion 5: Evolutas

e Seccion 6: Cadusticas por reflexion

e Seccion 7: Causticas por refraccion

e Seccion 8: Encontrar los puntos de la curva que toca a una infinidad de lineas dadas en
posicion

e Seccion 9: Solucion de problemas que dependen de los métodos precedentes
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e Seccion 10: Utilidad en las curvas geométricas y de lo cual se deducen los métodos de
Descartes y Hudde.

El lenguaje que utiliza L’Hopital es esencialmente geométrico, los problemas estan planteados
sobre curvas concretas, como el folium de Descartes o la parabola semicubica de Neil que hoy han
desaparecido practicamente de los programas del Bachillerato y de la Universidad, aunque muchas
de ellas son utilizadas en arquitectura.

Juan Bernouilli continud esta labor de divulgacion del Analisis Matematico en una obra que aparece
en el tomo 3° de su Opera Omnia y consta de 59 lecciones; en definitiva, los Bernouilli
perfeccionaron el Célculo en su aspecto instrumental, quedando la fundamentacion en un segundo
plano.

2.- Consolidacioén de los métodos del Analisis

Un segundo momento en el desarrollo de Analisis lo tenemos con Euler (1707-1783), que segln
sefiala Duran (2000b) fue el catalizador que transformé a lo largo del siglo XVIII el Célculo en
Anélisis. Su trilogia Introductio in analysin infinitorum (1748), Institutiones calculi differentialis
(1755) e Institutiones calculi integralis (1768-1770) son libros de texto que marcan la cumbre del
Anélisis Matematico en ese siglo. De Introductio ha dicho André Weil (1906-1998), premio Wolf de
Matematicas en 1979: “Nuestros estudiantes de matematicas sacarian méas beneficio del estudio de
Introductio in Analysin Infinitorum, que de los modernos libros de texto” (Weil, 1979, p. 124).

De Introductio in analysin infinitorum tenemos un magnifico facsimil editado por la Sociedad
Andaluza de Educacion Matematica Thales con notas magistrales de Antonio Duran; en esta obra
no hay calculo diferencial.

En Institutiones calculi diferentialis, editado por vez primera en 1755, es donde Euler trata el
calculo diferencial. EIl libro se divide en dos partes: la partis prioris y la partis posterioris. En la
primera se ponen los fundamentos del Calculo diferencial y en la segunda se trata, entre otros
asuntos, la teoria de series, aplicaciones a la resolucién de ecuaciones diferenciales, maximos y
minimos, la interpolacion de series y el uso del Célculo diferencial a la resolucion de fracciones.
Euler se inclina por la notacién del Leibniz dy/dx frente a la notacion fluxional de Newton.

INSTITUTIONES
CALCULI

DIFFERENTIALIS

CUM EIUS VsU
IN ANALYSI FINITORUM
AC

DOCTRINA SERIERUM

AAAAAAA

ARDO EULERO

zzzzzzz LITT. BORUSS. DIRECTORE

ssssssss
ACADEMIAE IMPERIALIS SCIENTIARUM
PETROPOLITANAE
(EATA

Figura 5. Institutiones calculi diferentialis, Euler (1755)
https://www.e-rara.ch/zut/doi/10.3931/e-rara-3788
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El lenguaje es esencialmente algebraico, rompiendo con el pensamiento geométrico predominante
en autores anteriores. Las aplicaciones que se consideran a lo largo del libro son exclusivamente
algebraicas, haciéndose més énfasis en la expresion simbolica de la funcidn que se esté estudiando
que en cualquier otro tipo de representaciones. Se pasa de la consideracion de objetos geométricos a
la consideracion de objetos algebraicos que se constituyen en si mismos en verdaderos objetos
matematicos, esto supone una auténtica revolucion en el campo de las Matematicas como disciplina
y en los objetos que son estudio de la misma.

En sus trabajos, Euler se apoyaba en un oscuro paso al limite sin formulacion explicita; perfecciond
las notaciones, e introdujo ya de modo definitivo los signos e para el nimero trascendente base de
los logaritmos neperianos; i para la unidad compleja; y las funciones trigonométricas, donde fija el
signo & para expresar la relacion entre la longitud de la circunferencia y su diametro.

En la misma época, Newton escribid otra obra sobre el calculo De analyse per aequationes humero
terminorum infinitas en 1669, aunque la publicé en 1711. Presentamos una imagen de la portada de
su primera edicion, donde aparece el grafico del calculo del area bajo la parabola x ™" usando el
teorema fundamental del calculo mediante primitivas.

 DE ANALYSI
Per ZBquationes Numero Terminorum
INFINITAS.

Fithodum generalem, quam de Curvarum quanti-
tate per Infinitam terminorum Serien menfuran-
; ; St 5 { s
da, olim excog anl, i [eg breviter explica
tant potins quam acuraté demonfiratant habes.

N

=14 S1 AB Curve alicojus 4D, fit X
1| Applicana BD pugem!iculms: Et
vocewur AB=x, BD =y, & fint
& by & &c. Quanitates date, &
20D 'H w, », Numeri Ineegel.  Deinde, AT B
Curvarum Simplicium Quadratura.
REGULA L
Siaxi=ys Erit 5x'7 = Arew ABD.

I

Res Exemplo patebit.

rSix (=axt) =y, hocelt, =1 =y, & m=2; Edt }x2 = ABD.
A 2. 51

Figura 6. De analyse per aequationes numero terminorum infinitas, Newton 1669-1711
http://www.newtonproject.ox.ac.uk/
http://www.newtonproject.ox.ac.uk/view/texts/normalized/NATP00204

El siglo XVIII contempla un desarrollo espectacular del Analisis Matematico en su aspecto
algoritmico, no en su aspecto conceptual ni riguroso. Surgen discrepancias con el nuevo método, la
mas conocida es la del obispo irlandés Berkeley (1685-1753); su obra de tan solo 104 péaginas se
titulo The Analyst (Berkeley, 1734).

Algunos matematicos intentaron despojar al Analisis de su metafisica. Asi, D’Alembert (1717-
1783) publica, en la Enciclopedia francesa, articulos en los que ya se definen de una manera mas
rigurosa conceptos como los de limite y continuidad.
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3.- Institucionalizacién

Corresponderd a Augustin Louis Cauchy (1789-1857) el mérito de iniciar la vuelta al rigor
expresivo del Andlisis. Su posicion como profesor de la Escuela Politécnica de Paris, centro
comunal de la matematica del mundo en esos momentos, le asegurd una fuerte influencia. Segun
Schubring (1987), hay que considerar la obra de Cauchy como la obra de una institucion colectiva.
Cauchy organiza el Analisis Matematico tal y como lo conocemos en nuestros dias, hay en su obra
una vuelta al rigor de los griegos.

En su Analyse Algébrique, libro de texto para los alumnos de la Escuela Real Politécnica, publicado
en 1821, aseguraré:

foh fawn

Qunnt-nlﬁ‘mﬁﬁhdén » Jai cherché a leur
donner toute Ia rigneur qu'on exige en
géométrie , de maniére i ne jamais recou-
rir aux raisons tirées de Ia généralité de

I'algébre. Les raisons de cette espéce , quoi-

He tratado de dar a los métodos todo el rigor que se
exige en geometria, sin acudir jamas a los argumentos
tomados de la generalidad del Algebra.

Figura 7. Cauchy, 1821, introduccién ii.

Observando que el Andlisis se sustenta en el concepto de funcién, Cauchy da una definicion muy
parecida a la de hoy, y que, a mi juicio, es la que se deberia ensefiar en Bachillerato.

LorsQuE des quantités variables sont tellement
liées entre elles que, la valeur de T'une d'elles étant
donnée, on puisse en conclure les valeurs de toutes
les autres, on congoit d ordimgire ces diverses quan-
tités exprimées au moyen de Tune d'entre elles, qui
prend alors le nom de vartable indépendante; et les
autres quantités e:primée-a. au moyen de la variable
mdépendn.nte sont ce qu'on appelie des fonctions de
cette variable.

Cuando cantidades variables estan de tal modo ligadas
entre ellas que, al dar un valor a una de ellas, se puede
obtener el valor de todas las otras, se concibe de
ordinario estas diversas cantidades expresadas unas
mediante las otra, que toman entonces el nombre de
variable independiente; y las otras cantidades
expresadas por medio de la variable independiente se
Ilaman funciones de esta variable.

Figura 8. Cauchy, 1821, p. 19.

Cauchy tendra también el mérito de poner en claro el paso al limite que se encontraba subyacente
en toda la obra matematica anterior. Tomandola como operacion originaria, obtiene los conceptos
de funcién uniforme y de derivada de una funcién. En cuanto al Calculo integral, Cauchy da un
radical cambio al enfoque existente. Vuelve al estilo geométrico y retoma el método de exhaucion
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de Eudoxo, en lugar de los indivisibles. Ademés, Cauchy sefiala la importancia del concepto de
serie convergente.

Posteriormente, la aparicion de funciones patoldgicas dara lugar a un nuevo enfoque conocido con
el nombre de Aritmetizacion del Analisis, cuyo planteamiento excede los objetivos de este trabajo.

R %

COURS D’'ANALYSE

DE
L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE;

Par M. Avcusmin-Louts CAUCHY,

lngéniear des Pants et Chaussées, Professens & Analyse b (Ecole polytechasyes,
Membre de TAcedémic des sciences, Chavalier de la Légion dhonnewr.

L™ PARTIE. ANALYSE ALGEBRIQUE.

T DE L'IMPRIMERIE ROYALE.

Chez Deacn fréres, Libraires du Roi et de la Bibliothéque du Roi,
rue Serpente, n.* 7,

-

1821.

Figura 9. Analyse Algébrique Cours d'analyse de I'Ecole royale polytechnique de Cauchy (1821)

https://archive.org/details/coursdanalysede0Ocaucgoog/page/n6

Conclusiones del andlisis de libros historicos

En los ciento veinticinco afios, el siglo XVIII extendido, que transcurren entre la publicacién del
libro de L’Hépital y el de Cauchy, se consolida una rama potente de las Matematica, que hoy dia
invade todos los dominios de las ciencias e incluso de las humanidades: el Analisis Matematico. A
lo largo de estos afios se producen cambios importantes:

Se evoluciona desde una concepcidn geométrica-dinamica a una concepcion estatica.

Se hace desaparecer progresivamente la “metafisica del Analisis”, definiendo los conceptos
con mayor nitidez y refinando los procedimientos utilizados.

Se pasa de una estructura de los libros de texto al estilo de los griegos a una estructura mas
didactica, lo que es claramente palpable en las obras de Euler y Cauchy.

Se pasa del estudio de curvas concretas al estudio de funciones generales, que se convierten
en objetos matematicos.

Se maneja desde el principio un oscuro paso al limite, que se va refinando progresivamente
hasta llegar a una definicion precisa del mismo.

La ensefianza del Analisis matematico en los planes de estudio y libros de texto de
Bachillerato

En los dltimos afios, primero en la Universidad de Salamanca y después en la Universidad de
Cordoba, hemos llevado a cabo investigaciones sobre la evolucion histérica de distintos conceptos
del Andlisis en los libros de texto, algunos de cuyos resultados se han publicado en revistas
especializadas (por ejemplo, Sierra et al., 1999, 2003; Gonzalez y Sierra, 2002, Madrid et al., 2017,
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Lopez, Almaraz y Maz-Machado, 2017 y Maz-Machado et al., 2013). No voy a presentar aqui los
resultados de estas investigaciones, sino una vision general de lo que ha sido la ensefianza del
Anadlisis matemaético en Espafia a través de los libros de texto.

El Andlisis matematico en Espafia se introduce oficialmente en el plan de estudios de Bachillerato
de 1934. Los libros de texto para este nivel contienen, a partir de este momento, lecciones dedicadas
al Analisis. La produccién de libros de texto se lleva a cabo dentro de un contexto determinado y
responde a las corrientes epistemoldgicas y didacticas al uso, ademaés existiendo en el caso espafiol
disposiciones oficiales sobre el curriculo, los libros de texto tienden a adaptarse a ellas. Por esta
razén, hemos agrupado los libros en periodos que, en lineas generales, corresponden a los sucesivos
planes de estudio. En Rico y Sierra (1994) puede verse detalladamente el desarrollo historico de
estos periodos.

e Inicios y primeros desarrollos (1934-1967): Este periodo abarca desde la introduccién del
Analisis en el Bachillerato (1934) hasta 1967, en que se publican los textos piloto para la
introduccién de la matematica moderna en el Bachillerato.

e Introduccion de la matematica moderna (1967-1975): Se extiende desde la introduccion de
la matematica moderna hasta la implantacion del Bachillerato Unificado y Polivalente
(BUP) en 1975, derivado de la Ley General de Educacion de 1970. Se han analizado los
textos piloto publicados por la Comisidn para el Ensayo Didactico sobre la Matematica
Moderna en los Institutos de Ensefianza Media.

e Implantacion y desarrollo del BUP (1975-1995): Este periodo comprende desde la
implantacion del Bachillerato Unificado y Polivalente (BUP) hasta el inicio de los nuevos
Bachilleratos derivados de la Ley de Ordenacién General del Sistema Educativo (LOGSE)
de 1990.

e Implantacion y primeros desarrollos de los Bachilleratos LOGSE (1995-2001): Comprende
los primeros afios de la implantacion de los nuevos Bachilleratos derivados de la LOGSE;
las ideas constructivistas sobre el aprendizaje, y la ensefianza comprensiva en el marco de
un curriculo abierto, son ejes fundamentales en esta nueva Ley.

e Momento actual en la ensefianza del Analisis.

Dentro de cada periodo hemos realizado un andlisis de los libros de texto en tres dimensiones
(Sierra et al., 1999, 2003):

Analisis conceptual, que se refiere a como se define y organiza el concepto a lo largo del texto,
representaciones graficas y simbdlicas utilizadas, problemas y ejercicios resueltos o propuestos, asi
como ciertos aspectos materiales del libro de texto que determinan la presentacion del concepto.

Analisis didactico-cognitivo, que se refiere tanto a la explicitacion de los objetivos que los autores
pretenden conseguir, como al modo en el que se intenta que el alumno desarrolle ciertas
capacidades cognitivas (Duval, 1995).

Analisis fenomenoldgico, que se caracteriza por los fendmenos que se toman en consideracion con
respecto a los conceptos en cuestion, en nuestro caso el de limite funcional y la continuidad. Aqui
se considera el andlisis fenomenoldgico didactico, en el que intervienen los fendbmenos que se
proponen en las secuencias de ensefianza que aparecen en los libros analizados (Puig, 1997).

El siguiente cuadro resume lo dicho anteriormente:
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Tabla 1. Dimensiones de analisis de libros

Analisis conceptual Analisis didactico-cognitivo Analisis fenomenolégico
Secuenciacion de contenidos. Objetivos e intenciones del
Definiciones: tipo y papel que autor (expresadas

En torno a las propias

juegan en el texto. habitualmente en el prélogo). e

. L . " matematicas.
Ejemplos y ejercicios. Teorias de ensefianza- .

; ol . En torno a otras ciencias.

Representaciones graficas y aprendizaje subyacentes. ) SN

L . . Fendmenos de la vida diaria
simbodlicas. Capacidades que se quieren
Aspectos materiales. desarrollar.

En cada uno de los periodos hemos encontrado libros que contintan anclados en el periodo anterior,
libros que desarrollan las ideas contenidas en el curriculo oficial y libros que anticipan las ideas que
triunfaran en el periodo siguiente.

1.- Los inicios y primeros desarrollos de la ensefianza del Analisis Matematico (1934-1967)

Como ya se ha dicho, en el Plan de Estudios de 1934 se introduce por primera vez el Anélisis
matematico en el Bachillerato, fijandose un curriculo que practicamente llega hasta nuestros dias
(Gaceta de Madrid de 21 de Octubre de 1934). En este programa son notables las aplicaciones a la
Fisicay a la Geometria, algo que se ira perdiendo progresivamente.

En los libros de esta época, como por ejemplo el de Fernandez de Castro y Jiménez Jiménez (s. f.,
anterior a 1955), los conceptos tienen un caracter esencialmente instrumental, ya que, por ejemplo,
en el estudio de los maximos y minimos, lo que se pretende es: “Determinar los puntos en los cuales
hay maximos o minimos. Vamos a dar el procedimiento para llegar a determinarlos en las funciones
mas sencillas”. (p. 479).

El libro de Fernandez de Castro y Jiménez Jiménez es una especie de enciclopedia de matematicas,
el esquema del libro sugiere que el tratamiento de los conceptos es ciclico a lo largo de todo el
Bachillerato, ya que las diferentes partes del libro: aritmética, algebra, geometria métrica,
trigonometria, célculo diferencial, geometria analitica y calculo integral, estan divididos en
lecciones secuenciadas con indicacion el curso al que corresponden. En cuanto a su concepcion de
las matematicas, la idea que subyace es la de una matemaética ya hecha, que el alumno debe
memorizar y practicar, resolviendo ejercicios, de tal modo que los ejemplos son propios de la
matematica, aunque aparecen situaciones de otras disciplinas como por ejemplo: la curva de la
solubilidad en agua del Anhidrido sulfuroso (p. 433) o la importancia concedida a la funcion
exponencial aplicada a las ciencias experimentales, enumerando cinco ejemplos. Los conceptos
tienen un caracter esencialmente instrumental. En cuanto a las representaciones, tratan de
ejemplificar lo explicado en el texto. El libro tiene escasos problemas remitiendo a otro libro de
ejercicios y problemas escrito por los autores. Hay un aumento en la cantidad de ejemplos que
suceden a las definiciones; con cada definicion, propiedad o regla se da uno o varios ejemplos para
ilustrarlos.

2.- Introduccion de la matematica moderna (1967-1975)

Este periodo abarca desde la introduccion de la matematica moderna hasta la implantacion el
Bachillerato Unificado y Polivalente (BUP) en el afio 1975. Como es bien conocido, a comienzos
de los afios sesenta triunfé en casi todo el mundo occidental la ensefianza de las llamadas
“matematicas modernas”; en el caso espafiol, se introdujo progresivamente en los programas de
Bachillerato. Las razones que se alegaron para dicha introduccidn estan recogidas en Rico y Sierra
(1994).

En 1962 se constituyo la Comisién para el Ensayo Didactico sobre la Matematica Moderna en los
Institutos Nacionales de Ensefianza Media, presidida por el profesor Abellanas. La Comision edito,
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en los afios 1967 y 1969, Textos piloto para el 5° y 6° curso de Bachillerato (Abellanas, Garcia, J.,
Rodriguez, Casulleras y Marcos, 1967, 1969), respectivamente, que se convirtieron de hecho en el
nuevo programa de Matematicas. Este programa progresivamente se fue implantando en el
Bachillerato y sus cimientos son la Teoria de Conjuntos y las estructuras de las matematicas en
sentido bourbakista, es decir, las estructuras algebraicas, de orden y topoldgicas.

El Texto piloto de sexto curso de Bachillerato se estructura en lecciones, correspondiendo cuatro de
ellas al Andlisis matematico. Estas lecciones son funciones de variable real, derivada de una
funcidn, aplicaciones de la derivada, y célculo integral.

En cuanto a la presentacion del Andlisis matematico, de acuerdo con la ideologia bourbakista, hay
un predominio de las definiciones de caracter topoldgico. Incluso en el caso de la discontinuidad de
una funcion, la idea de estar partida, mas que una idea intuitiva, es una idea que se utiliza para
reafirmar el uso de los entornos. Ademas a lo largo de texto hay muy pocos ejercicios para que
resuelvan los alumnos.

No se presenta ningun fenomeno fuera de la propia Matematica. Se puede considerar un libro
eminentemente teorico, de perfil expositivo, en el que la formalizacion es el eje del discurso, con
unos enunciados sumamente rigurosos, utilizando para ello una simbolizacién de gran nivel de
abstraccion. Las capacidades que se pretenden desarrollar en los alumnos son la adquisicion del
nuevo lenguaje de la matematica moderna con sus procedimientos, el aprendizaje de definiciones
mediante actividades dirigidas y la aplicacion de las definiciones a la resolucidn de ejercicios.

Es interesante resaltar que, aunque los promotores de la reforma, Papy y Dieudonné, entre otros,
sefialaron que las matemaéticas estan por todas partes y que son un instrumento para comprender la
realidad, en escasas ocasiones, en sus obras dedicadas a la ensefianza, aparecen las matematicas
para interpretar fendémenos de otras ciencias. Igual sucedera en el caso espafiol en los libros de texto
de este periodo, lo que va a marcar toda una generacion de profesores y alumnos, que trasmitiran y
asimilaran, respectivamente, unas matematicas sin conexién con otras ciencias y fendmenos.

3.- Implantacién y desarrollo del BUP (1975-1995)

A comienzos de la década de los setenta se emprende una reestructuracion del sistema educativo
espafiol, que culmina con la aprobacion de la Ley General de Educacién y Financiamiento de la
Reforma Educativa, promulgada el 4 de agosto de 1970. Se establecié el Bachillerato Unificado y
Polivalente, BUP, y el Curso de Orientacion Universitaria, COU, necesario para acceder a estudios
universitarios. La duracion del Bachillerato se establecio en tres cursos (14-17 afios). El plan de
estudios se estructuraba en materias comunes, materias optativas y ensefianzas y actividades
técnico-profesionales.

Las Matematicas aparecieron como una asignatura dentro del area “Ciencias Matematicas y de la
Naturaleza”. Sin embargo, hasta el afio 1975 no se establecio el curriculo para el nuevo Bachillerato
(Decreto del 23 de enero de 1975, desarrollado en el B.O.E. del 18 de Abril del mismo afio). Las
Matematicas tenian un caracter de asignatura obligatoria en cada uno de los tres cursos del
Bachillerato, aunque posteriormente las del tercer curso pasaron a ser opcionales.

Lo primero que hay que sefialar es que durante esta época se produce una gran expansion editorial,
consolidandose el paso de los libros de autor a los libros de editorial. Aparecen o se consolidan
editoriales como Magisterio, Teide, Anaya y Santillana, entre otras.

Al analizar los libros de texto, y en especial lo referente al Analisis matematico, se observa que
durante estos veinte afios hay mas de un curriculo de Matematicas vigente; sin embargo, no se
modifican los programas oficiales durante estos afios. El predominio de la matematica moderna no
llega a cubrir la década de los setenta; de hecho, estuvieron sometidas a contestacion permanente
desde su implantacion, aunque los programas correspondientes se mantuvieron vigentes. Por ello,
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estas dos décadas ponen de manifiesto que identificar programas con curriculo, méas que una
simplificacién, es una falacia (Rico y Sierra, 1994). Aunque la permanencia de los programas
parece dotar a la ensefianza de las Matematicas durante estos afios de gran estabilidad, nada mas
lejos de la realidad.

En definitiva se puede asegurar que al finalizar el periodo, y ain vigente el plan de estudios de
1975, aparece una nueva generacion de libros de texto que participan en las ideas pedagdgicas
derivadas de la LOGSE y en los que se nota la influencia de ciertas corrientes de la Didactica de las
Matematicas, como la fenomenologia didactica, el aprendizaje por descubrimiento y la resolucion
de problemas. Entre las voces que se alzaron contra la matematica moderna, destacan las de los
Grupos Cero de Valencia y Barcelona (por ejemplo, Grupo Cero, 1982) que, siguiendo la
fenomenologia de Freudenthal (1983), introduce y desarrolla los conceptos mediante una serie de
actividades dirigidas.

4.- Implantacion y primeros desarrollos de los Bachilleratos LOGSE (1995-2001)

Este periodo comienza con la implantacion de la Ley de Ordenacion General del Sistema Educativo
(LOGSE) en la Educacion Secundaria de forma generalizada a partir del afio 1995, hasta la fecha.
Aunque la Ley se promulgdé en el afio 1990 (3/10/1990), durante estos cinco afios se fue
implantando de forma progresiva en la Ensefianza Primaria, y de modo experimental se impartieron
anticipadamente los Bachilleratos previstos en esta Ley.

Los contenidos incluidos en los libros son practicamente los mismos y acordes con el programa a
desarrollar: funciones, limites y continuidad, funciones derivables, aplicaciones de las derivadas,
representacion de funciones, célculo de primitivas, e integral definida y sus aplicaciones. Uno de los
libros mas usado en esta época es el de la editorial SM (Vizmanos y Anzola, 1998). En este libro,
en el prélogo indica cual es su propuesta didactica, que se basa en partir, siempre que sea posible,
de situaciones proximas a la realidad de los alumnos y llegar a una generalizacion con un aparato
matematico ajustado a la capacidad de abstraccién del alumnado. Se incluyen resefias historicas
sobre el Calculo y una gran cantidad de graficas y dibujos geométricos, que sirven de apoyo
intuitivo a la comprension de los conceptos. Se hacen referencias al contexto cultural e historico en
el que se han surgido y desarrollado los principales descubrimientos del Analisis. Al final de cada
capitulo, se incluyen ejercicios, problemas y cuestiones. Se hace alguna referencia al uso de las
nuevas tecnologias, poniendo ejemplos e indicando la forma de utilizacion de otros medios, como
calculadoras graficas. Junto al uso de términos formales, también se incluyen algunos mas
intuitivos, fundamentalmente en la introduccion de las definiciones, y hay una gran cantidad de
ejercicios de aplicacién para practicar tanto las reglas como los conceptos descritos

El limite es el concepto organizador de la ensefianza del Anélisis matematico.
5.- Momento actual en la ensefianza del Analisis matematico

En los dltimos tiempos asistimos a una introduccion de calculadoras graficas y distintos programas
informaticos en la ensefianza del analisis. En las reformas curriculares llevada a cabo en algunos
paises, las calculadoras y los programas de célculo simbolico juegan un papel importante. En los
Estados Unidos se desarrolla desde 1986 el Proyecto C2PC (Calculator and Computer Pre-
Calculus Project), cuyo objetivo principal consiste en el desarrollo de un curriculo de Matematicas
para la ensefianza secundaria. Uno de los aspectos mas interesantes de este trabajo consiste en el
desarrollo de un proceso sistematico en la resolucion de problemas, atendiendo a las conexiones
existentes entre las distintas representaciones (verbal, grafica, numérica y algebraica) que se pueden
obtener en el proceso de resolucion de una situacion problematica, para lo cual las calculadoras
gréaficas son de gran utilidad.

En Espafia, la reforma del curriculo de Bachillerato comenzé en 2001, y a mi juicio, se trata de un
paso atras, pues aunque se constata que los libros tienen ligeras variaciones sobre los libros del
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ultimo periodo, en algunos libros desaparece del bloque transversal de Resolucion de Problemas,
aunque se presentan, timidamente, modificaciones dirigidas al uso de calculadoras gréficas y
programas informaticos.

Conclusiones del analisis de planes de estudio y libros de texto de Bachillerato

Los planes de estudio, aunque no se han presentado detalladamente, tienen las siguientes
caracteristicas:

El desarrollo de los planes de estudio no ha sido uniforme, en cada una de las épocas. El
analisis de libros de texto ha demostrado las diferencias notables existentes entre ellos, a
pesar de que en cada época deberian ajustarse a las disposiciones oficiales. Esto prueba que,
en efecto, la ensefianza esta determinada méas por los manuales que se utilizan en el aula que
por los Decretos y Ordenes ministeriales.

Se puede asegurar que hasta la Gltima reforma derivada de la LOGSE, el curriculo oficial se
caracteriza por ser cerrado, con indicaciones precisas acerca del contenido, dispersas sobre
la metodologia y practicamente nulas sobre la evaluacién. La LOGSE preconiza un
curriculo abierto, pero en la practica son las editoriales las que han marcado el desarrollo
curricular.

Existen “puntos de transicion” en el desarrollo curricular oficial: la introduccién de la
matematica moderna o el aprendizaje constructivista preconizado en la LOGSE son claros
ejemplo de ello. Ademas hay una clara influencia de las corrientes o “modas”
internacionales en el curriculo espafiol.

En los libros de texto analizados en los diferentes periodos, se pueden observar las siguientes
caracteristicas:
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Paso progresivo de los libros de autor como los de Rodriguez San Juan, a los libros de
editoriales como Magisterio Espafiol, SM, Anaya y Santillana.

Son producto de cada época con su lenguaje y sus justificaciones; términos como intuicion,
matematizacion, rigor o matematica aplicada tienen distintos sentidos en cada uno de los
periodos considerados, incluso en cada periodo de unos libros a otros.

En cada época los libros se pueden clasificar en tres tipos: los que permanecen anclados en
los planteamientos anteriores, los que desarrollan el curriculo oficial y los que anticipan las
nuevas ideas del siguiente periodo. Estos Ultimos estan relacionados con los puntos de
transicion de los programas oficiales, como los textos piloto o el libro del Grupo Cero.

El énfasis en los libros de texto estd puesto o bien en la exposicion de los conceptos de una
forma rigurosa, o bien en la adquisicion de ciertas destrezas y habilidades algoritmicas. A
pesar de las ligeras variaciones en cada uno de los libros, lo que practicamente no ha variado
es el tipo de actividad que se espera del alumno, destacando la aplicacion rutinaria de las
reglas a ejercicios-tipo o ejercicios escolares. Una de las excepciones mas notables es el
libro del Grupo Cero.

Hasta la reforma derivada de la LOGSE, el Analisis matematico era presentado de modo
estatico con pocas referencias a fendmenos y practicamente sin contextualizacion historica.
A partir del afio 1990, con la entrada en vigor de la LOGSE, la presentacion de fendmenos
que se organizan con los conceptos del Analisis matematico es cada vez mas frecuente, asi
como la presentacion de notas historicas.

El uso de calculadoras graficas y programas de calculo simbolico, de modo inteligente,
puede ayudar a que el Analisis recupere su sentido dindmico, pero esto supone un nuevo
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enfoque del curriculo, la desaparicion de la reticencia en la Administracion y Profesorado a
aplicar estos nuevos recursos y la dotacion adecuada de los Centros.
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OBSERVACIONES ACERCA DE LA HISTORIA DE LAS
MATEMATICAS EN LA MATEMATICA EDUCATIVAY

Remarks on the history of mathematics in educational mathematics

Puig, L.
Universitat de VValéncia Estudi General

Resumen

En este texto reflexionamos sobre formas de estudiar y usar la historia de las matematicas que a
nuestro entender puede decirse que son propias de la matematica educativa. En particular,
reflexionamos sobre el planteamiento de preguntas a la historia de las matematicas desde la
problematica de la matematica educativa, sobre la consideracion de los textos historicos como
cogniciones petrificadas 0 como monumentos, sobre la introduccion de un “principio de
incorporacion” para entender la complejidad de las relaciones entre ontogénesis y filogénesis, y
sobre el efecto de desubicacion o extrafiamiento.

Palabras clave: Historia de las matematicas, matematica educativa, principio de incorporacion,
efecto de desubicacion.

Abstract

In this text we reflect on ways of studying and using the history of mathematics that we believe can
be said to be specific to educational mathematics. In particular, we reflect on the questioning of the
history of mathematics from the problematics of educational mathematics, on the consideration of
historical texts as petrified cognitions or as monuments, on the introduction of an “embedment
principle” to understand the complexity of the relationships between ontogenesis and phylogenesis,
and on the dépaysement or defamiliarisation effect.

Keywords: History of mathematics, educational mathematics, embedment principle,
defamiliarisation effect.

INTRODUCCION

No pretendo plantear ninguna novedad al decir que las relaciones entre la historia de las
matematicas y la matematica educativa son multiples y de estilos distintos, basta con sefialar que
esa multiplicidad de relaciones esta presente en el mismo nombre que hemos adoptado para el
grupo de la SEIEM, cuyas siglas son HMEM: “Historia de las matematicas y Educacion
matematica”.

La decision de unir Historia de las matematicas y Educacion matematica simplemente con la cépula
“y” la tomamos precisamente para dar cabida en nuestro grupo tanto a trabajos que se plantean la
indagacion en el uso de la Historia de las matematicas en la Educacion matematica, como a trabajos
que lo que estudian es la Historia de la Educacion matematica.

Esa separacion entre dos campos de investigacion esta presente también en el &mbito institucional.
Asi, por ejemplo, en el International Congress on Mathematical Education hace ya varias ediciones
que existen en él dos Topic Study Groups distintos, uno con el nombre “The role of the history of
mathematics in mathematics education” y otro con el nombre “The history of the teaching and
learning of Mathematics”.

Puig, L. (2019). Observaciones acerca de la historia de las matematicas en la matematica educativa. En J. M. Marban,
M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-Escolano y A. Alsina (Eds.), Investigacion en Educacién Matematica XXIII (pp. 117-
130). Valladolid: SEIEM.
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Pero esa distincion presente institucionalmente, por un lado, aunque pueda hacerse no deja de ser
problematica en cuanto separa la historia de la educacién matematica de la historia de las
matematicas, como si en el desarrollo de las matematicas en la historia no hubieran tenido funcién
alguna las préacticas de ensefianza de las matematicas o la elaboracion de textos matematicos para la
ensefianza o presentes en practicas de ensefianza, y, por otro, no agota las posibilidades de
establecimiento de distinciones entre sus relaciones. Por ejemplo, también podria tomarse como
otro campo de investigacion el uso de la historia de la educacion matemaética en la ensefianza de las
matematicas, o la inclusion de la historia de las matematicas como materia de ensefianza —si en vez
de un principio de parsimonia a la manera de Occam, se prefiriera una ley contra la tacafieria, como
decia Karl Menger.

Sobre este asunto hay una abundante bibliografia desarrollada alrededor del International Group on
the Relations between the History and Pedagogy of Mathematics (HPM), fundado hace més de
cuarenta afios"!, que no voy a examinar ni resumir aqui porque tenemos disponibles excelentes
recensiones.

Asi, Fauvel y van Maanen (2000) rednen el resultado final del trabajo desarrollado en el ICMI
Study History in mathematics education, coordinado y editado por John Fauvel y Jan van Maanen,
que establece el estado de la cuestion del trabajo del grupo hasta esa fecha. Mas recientemente, el
panorama descrito en Clark, Kjeldsen, Schorcht, Tzanakis y Wang (2016) completa y actualiza el
presentado en Fauvel y van Maanen (2000), y nuevas actualizaciones aparecen en los textos
editados por Clark, Kjeldsen, Schorcht y Tzanakis (2018a) y por Furinghetti y Karp (2018),
producidos por los dos grupos de trabajo de historia del International Congress on Mathematics
Education celebrado en 2016 en Hamburgo, sobre todo en el capitulo introductorio del primero de
ellos (Clark, Kjeldsen, Schorcht y Tzanakis, 2018Db).

De todo lo recogido en esos panoramas, me limitaré a sefialar un texto titulado “Histoire et
enseignement des mathématiques: Pourquoi? Comment?” (Barbin, 1997), porque tuvo caracter
programatico y en él su autora planted tres funciones para la historia de las matematicas en la
ensefianza de las matematicas que se han convertido en una referencia clasica que se reitera en los
panoramas recientes (por ejemplo, en Clark et al., 2016, pp. 144-145). Esas tres funciones son una
primera que traduzco como “de substitucion” (en francés, vicariante), otra que traduzco como “de
desubicacion” (en francés, dépaysante), de la que trataré mas adelante, y una tercera cultural.

Ahora bien, Barbin (1997) no se limita a distinguir funciones que la historia de las matematicas
puede tener en la ensefianza de las matematicas, sino que ademas afirma que, para que la historia de
las matematicas pueda tener esas funciones en la ensefianza de las matematicas, hay que plantear
también qué historia de las matematicas hay que desarrollar y usar, y qué matematicas se trata de
ensefar. Subrayo el hecho de que la determinacion de la funcién que la historia de las matematicas
desempefie en la ensefianza de las matematicas no es independiente del tipo de historia que se use y
del tipo de matematicas que se pretenda ensefiar.

Afado a Barbin (1997), que plantea esta necesidad de pensar qué historia y qué ensefianza de las
matematicas para poder hablar de su relacion, la serie de textos que Michael Fried ha dedicado a
problematizar la relacion entre la historia de las matematicas y la matematica educativa desde el que
publico en 2001 con el titulo provocativo de “Can mathematics education and history of
mathematics coexist?”, en los que ha planteado como lo que interesa desde la educacion matematica
y lo que interesa desde la investigacion histérica es dificilmente compatible, o al menos siempre va
a estar en conflicto (Fried, 2001, 2007, 2011, 2018).

Las observaciones que presento en este texto apuntan basicamente a aportar elementos para discutir
que historia de las matematicas conduce a una relacion fructifera con la matematica educativa y
cémo superar las dificultades de compatibilizar los intereses de una y otra.
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PRIMERA OBSERVACION

A principios de la década de los ochenta del siglo pasado, Eugenio Filloy inicié un programa de
investigacion que enuncié programaticamente en su texto de 1984 La aparicion del lenguaje
aritmetico algebraico, programa de investigacion en el que yo comencé a trabajar unos afos
después. Lo que se plantea ahi me da pie para mi primera observacion.

Filloy parte de un tipo de historia, la historia de las ideas, en la que historia y epistemologia estan
entrelazadas, de forma similar a como lo esta la epistemologia histérica de Gaston Bachelard
(Lecourt, 1970) o también el tipo de historia que propone Barbin (1997). Lo que es singular de su
planteamiento lo expresa de la siguiente manera en el apartado que titula “La lectura de textos”.

El nuevo acercamiento consiste en realizar analisis de problemas de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas con el método historico-critico, y después poner a prueba los hallazgos teoricos en los
Sistemas Educativos, para después de esta experimentacion, volver, a base de resultados précticos, a
tener una nueva visién de la problematica de la historia de las ideas que corresponda a los resultados
didacticos. (Filloy y Rojano, 1984, p. 2)

Filloy plantea pues un vaivén entre los textos historicos y los sistemas educativos actuales en el que
la historia de las matematicas no es simplemente un instrumento que se usa en la matematica
educativa, la relacién entre la historia de las matematicas y la matematica educativa no se limita a
una relacion de aplicacion de la primera en la segunda, sino que, en primer lugar, lo que se busca en
la historia es “realizar analisis de problemas de ensenanza y aprendizaje de las matematicas”, y, en
segundo lugar, esos analisis historicos se ponen a prueba en los sistemas educativos y se
reconsideran a la luz de los resultados de las observaciones de las actuaciones de los alumnos.

Este planteamiento programatico, que enunciado de esta manera resulta demasiado general,
ambicioso y dificil de realizar salvo a largo plazo, se puede reformular a partir de lo que para mi es
su idea central: es la problematica de la matematica educativa la que determina lo que se indaga en
la historia. La problemética de la matematica educativa guia qué textos examinar en la historia y
qué preguntas guian el examen de los textos (Puig, 2008, 2011).

Asi, como en nuestra investigacion en la ensefianza y aprendizaje del algebra observamos que al
resolver problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal los alumnos utilizan sistemas de
signos estratificados con estratos provenientes de los sistemas de signos del lenguaje natural y la
aritmética, asi como de los modelos concretos usados en las secuencias de ensefianza, nos
interesamos en el examen de los sistemas de signos anteriores al establecimiento (con Vieta,
Bombelli, Descartes) del sistema de signos de caracter simbdlico que se usa actualmente en el
algebra que se ensefia en la secundaria. Nos interesamos también en inquirir a los textos historicos
sobre cémo las caracteristicas de los sistemas de signos previos afectan a la manera de resolver los
problemas aritmético-algebraicos. Ademas, como uno de los modelos concretos usados en las
secuencias de ensefianza modelaban las ecuaciones representandolas con segmentos y rectangulos
con los que se opera, indagamos sobre el uso de representaciones con figuras geométricas y
métodos de cortar y pegar en textos historicos.

En la relacion entre la historia de las matematicas y la matematica educativa ése es un primer
movimiento que va de la matematica educativa hacia la historia de las matematicas, que ya es en si
un campo de indagacion historica, digamos que inspirada por la matematica educativa y, por tanto,
especifica de la investigacion en matematica educativa o didactica de las matematicas. Trabajos que
se quedan ahi son valiosos como un fondo de conocimientos disponibles para su uso, aunque éste
no sea inmediato.

El segundo movimiento es un movimiento de vuelta en el que los resultados obtenidos se
incorporan a los disefios de investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
En los términos de nuestro marco tedrico y metodolégico de los Modelos Tedricos Locales (MTL)
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(Filloy, Rojano y Puig, 2008), esto puede hacerse tanto para elaborar secuencias de ensefianza que
usen lo determinado en el estudio de los textos historicos (lo que puede implicar 0 no que se usen
los propios textos histdricos), es decir, en el componente de ensefianza del MTL que se elabora para
una investigacion empirica concreta, como para incorporar elementos al componente de
competencia que otros andlisis (por ejemplo, de pura fenomenologia o de fenomenologia didéctica)
no determinan, o para tener nuevas maneras de dar sentido a las actuaciones de los alumnos por
analogias con las cogniciones petrificadas determinadas en los textos histéricos.

Asi, por ejemplo, el andlisis histérico que presenté en el seminario de la SEIEM de 2003 (Puig,
2003)V me permitié formular una version del método cartesiano como descripcion, o esqueleto
para la organizacion de la descripcion, de los elementos que constituyen la competencia en la
resolucion algebraica de problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal, que posteriormente
usamos y seguimos usando en trabajos de investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
resolucion de esa clase de problemas en los sistemas educativos. El estudio realizado sobre las
caracteristicas del sistema matematico de signos presente en el libro De Numeris Datis de Jordanus
de Nemore (Puig, 1994), que subrayaba sus grandes diferencias con el sistema de signos de caracter
simbdlico gque se ensefia actualmente en los niveles no universitarios a pesar de su uso de letras del
alfabeto, me permitié en un trabajo posterior (Puig, 1996) disponer de una referencia para analizar
la produccion por parte de unos alumnos de un sistema de signos analogo al presente en ese libro de
Jordanus de Nemore, sabiendo, por lo caracterizado en el estudio de la historia, que esta invencion
de los alumnos no podia considerarse como una dotacion de sentido afortunada para la tarea que
tenian planteada, aunque funcionara bien de forma idiosincrasica en la comunicacién entre ellos.

El vaivén entre la historia de las matematicas y los sistemas educativos, que esta sefialado con estos
dos movimientos, se concibe en el programa de investigacion a largo plazo, no como un
movimiento oscilante de ida y vuelta, sino como un movimiento en forma de hélice, que en cada
vuelta avanza: cuando se vuelve de nuevo a indagar en los textos histéricos tras un vaivén, esto se
hace con lo encontrado en el sistema educativo, y asi sucesivamente.

SEGUNDA OBSERVACION

No cabe duda de que en la relacion que acabo de describir entre la historia de las matematicas y la
matema@tica educativa, la historia de las matematicas esta subordinada a la matemaética educativa.
Fried (2018) ha analizado como distintos actores que han estado haciendo investigacion en historia
de las matematicas han tenido puntos de vista distintos para relacionarse con las matematicas del
pasado, y los clasifica como “matematicos”, que han buscado matematicas en la historia de las
matematicas, han tratado a los matematicos de otras épocas como colegas y se han sentido a si
mismos haciendo matematicas al estudiar la historia; “matematicos historiadores”, que “ven una
continuidad entre las matematicas del pasado y su propio trabajo matematico (Fried, 2018, p. 7) e
“historiadores de las matematicas”, cuyo oficio es la historia de las matematicas y su formacion es
de historiador y, eventualmente, en matematicas, de modo que esas categorias las coloca Fried
(2018) en un continuo de mayor a menor presencia de la perspectiva historica. Fried (2018) indica
que a estos actores se han incorporado recientemente los “educadores matematicos historiadores™”,
cuya manera de mirar las matematicas del pasado también es distinta, y dentro de los cuales hay
también grados de presencia de la perspectiva historica.

En cualquier caso, lo que me interesa resaltar de la reflexion de Fried (2018) es que siempre se hace
historia desde un determinado punto de vista. En el caso de los que ¢l llama “educadores
matematicos historiadores”, el punto de vista es el de su uso en la educacion matematica, que puede
adoptar ademas formas variadas, siendo una de esas formas la que he descrito someramente en la
observacion anterior.

Fried ha sefialado ademas el peligro de hacer un tipo de historia que ha sido calificado de “whig”
(Fried, 2011). Fried toma el calificativo “whig” de Butterfield (1931/1951), en cuyo titulo, The
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Whig Interpretation of History, ya aparece explicitamente, y cuyo significado explica en la
introduccion, diciendo que la historia “whig” es aquella que se dedica a “alabar las revoluciones a
condicion de que hayan tenido éxito, subrayar ciertos principios de progreso en el pasado y producir
un relato que es la ratificacion del presente, si no su glorificacion” (Butterfield, 1931/1951, p. 5).

El peligro fundamental reside entonces en que en la historia “whig” desaparece del relato historico
lo que es extrafio a la forma actual de ver las cosas, s6lo permanece lo que puede relacionarse con
los intereses del presente.

Dice Fried (2011) que la relacién entre la historia de las matematicas y la educacion matematica
siempre va a tener esa tension hacia lo “whig” porque, asi como los historiadores pueden poner el
presente entre paréntesis al estudiar el pasado (para eludir lo “whig”), los educadores matematicos
que hacen investigacion historica tenemos la obligacion de tener presente el presente, no podemos
ponerlo entre paréntesis.

Ahora bien, desde mi punto de vista, es posible, haciendo historia de las matematicas al servicio de
la matematica educativa, conjurar el peligro de hacer historia “whig”. Basta con que tengamos en
cuenta que entre los intereses del presente de la matematica educativa estd también lo que es
extrafio a la forma actual de ver las cosas. No es pues preciso poner el presente entre paréntesis para
estudiar el pasado, ya que desde el punto de vista de la matematica educativa es Gtil para el presente
no sélo lo que conduce al presente, sino también lo que no conduce al presente. El uso del resultado
del estudio del sistema de signos del De Numeris Datis para la caracterizacion de las actuaciones de
alumnos, que he mencionado en la observacion anterior, es un ejemplo de algo que no conduce al
presente, pero es Util en el presente, responde a lo que le interesa a la matematica educativa para
abordar su problematica actual. Ahora bien, para ello es necesario que en la indagacion histérica
que emprendamos examinemos lo que sucedié en la historia de las matematicas en su contexto
socio-cultural concreto y en su momento histérico, sin pasarlo por la criba de conceptos, procesos y
sistemas de signos del presente.

Sefialaré, para acabar esta observacion, que hay otra manera de conjurar el hacer historia “whig”,
que también viene dada por un interés que viene del presente de la matematica educativa: su uso
con la funcion de desubicacion indicada por Barbin (1997), a la que dedicaré la Gltima de estas
observaciones.

TERCERA OBSERVACION

Las dos primeras observaciones apuntan elementos que contribuyen a la reflexién sobre qué historia
de las matematicas desarrollar para que ésta sea fecunda para la matematica educativa, cuestion
que, como ya hemos indicado, es crucial para Barbin (1997). Afiadiré ahora una tercera observacion
en el mismo sentido.

La historia de las ideas, trufada de epistemologia, en la que no importa quién hizo qué, sino el
proceso de invencion y las practicas matematicas desarrolladas en momentos historicos y en
contextos socio-culturales determinados, es el tipo de historia que esta en la base de la propuesta de
Filloy y Rojano (1984) o Barbin (1997).

Ahora bien, todo relato historico, incluso el que tiene voluntad de no ser “whig”, de no fijarse solo
en lo que conduce al presente y lo glorifica, sino de tomar el texto histdrico en su totalidad, produce
una lectura de los textos historicos disponibles, transmitidos hasta el momento histérico y el
contexto socio-cultural en que se leen, que ineludiblemente ha de pasar por el intertexto de esos
textos, intertextualidad que Julia Kristeva calificé de “indice de la manera en que un texto lee la
historia y se inserta en ella” (Kristeva, 1968, p. 312).

Pero ademas ha de contar con que ese intertexto no es estatico, fijado en el momento y el contexto
en que se produce el texto, sino que cambia en la historia, como consecuencia, entre otras cosas, de
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las sucesivas lecturas que se producen de ¢él. Asi, por ejemplo, desde el momento en que Qusta Ibn
Luqga traduce en el siglo IX las Aritméticas de Diofanto con el titulo El arte del algebra, el
intertexto de ese libro incluye textos del algebra arabe medieval, lo que estara presente en lecturas
subsiguientes.

A mi entender, conviene en consecuencia tomar en consideracion, a la hora de abordar la lectura de
textos historicos, la metafora que introdujo Michel Foucault de tomar los documentos como
monumentos (Foucault, 1969). Foucault sefialaba con esta metafora que no se trata de considerar
los documentos (los textos matematicos histéricos, en nuestro caso) como una totalidad cerrada, que
tiene un significado intencional que su autor puso en él. Si fuera asi, la tarea del historiador
consistiria en descifrar el (verdadero) significado del texto, encontrando lo que en él quiso decir su
autor. Lo que propone Foucault es bien distinto, la metafora nos lleva a no ver los textos como
documentos, totalidades cerradas, sino verlos a semejanza de como nos llegan los monumentos afos
después de haber sido erigidos, que mas bien se presentan ante nosotros fragmentados, modificados,
integrados en entornos distintos de aquellos en los que fueron instalados, e integrados en practicas
sociales distintas de las usuales cuando fue concebidos.

Tomar los textos matematicos como monumentos, en vez de como documentos, en el sentido
foucaultiano, conduce pues a examinarlos en su relacion con otros textos y con las practicas que los
produjeron y en las que se han insertado a lo largo de la historia.

En particular, cuando la investigacién historica se hace desde el punto de vista de la matematica
educativa cobra especial importancia el tener presente que el desarrollo de las matematicas en la
historia no s6lo ha estado conducido por las préacticas matematicas orientadas a la investigacion, a la
creacion de nuevos conceptos y procesos matematicos, sino que también producen nuevas
matematicas otro tipo de practicas como la propia de los textos que Netz (1998) llama “textos
deuterondmicos”. Son textos deuteronomicos, por ejemplo, libros escritos en la época helenistica
como la Synagoge de Pappus, donde éste expone el arte del anélisis, o el Comentario al libro
primero de los Elementos de Euclides, donde Proclo establece las partes de la demostracion de un
teorema. En ellos, no s6lo se resuelven problemas o se demuestran teoremas, como es lo habitual en
los libros de la época clasica griega, sino que, a la vez que se resuelven problemas o se demuestran
teoremas, se reflexiona sobre la forma en que se resuelven y se demuestran, o se establecen las
reglas de la préactica de escritura de textos matematicos, de modo que esos libros no son meros
comentarios o recopilaciones sino que generan también matematicas nuevas con nuevas practicas.
De forma similar, la organizacién de contenidos matematicos para su ensefianza es una practica
matematica que también genera nuevas matematicas. Como dice Belhoste (1998) “la puesta en
comun del saber matematico [...] constituye un aspecto esencial de la actividad matematica, parte
integral de la actividad de invencion” (p. 289).

CUARTA OBSERVACION

Mi cuarta observacién versa sobre un asunto del que hay una bibliografia abundante de la que
destacaré Furinghetti y Radford (2002, 2008), Schubring (2006, 2011) y Fried y Jahnke (2015),
textos que todos ellos estan escritos por “educadores matematicos historiadores”, siendo preciso
sefialar que hay también bibliografia abundante escrita por matematicos interesados en la
educacion, de la que sefialaré en particular, Branford (1908), que contiene un “diagrama del
desarrollo de la experiencia matematica en la raza y en el individuo” reiteradamente citado, y Klein
(1927) y Toeplitz (2015), publicados originalmente en aleman en 1908 y 1927, respectivamente. El
asunto al que me refiero es la teoria de la recapitulacion, que se suele resumir con la formula “la
ontogénesis repite la filogénesis” y que ha sido fuente de distintos enfoques de elaboracion de
secuencias de ensefianza que toman en cuenta ese principio y, por tanto, el desarrollo historico de
las matematicas.
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Esa amplia bibliografia también es muy variada: por un lado, hay versiones mas o menos radicales
de la teoria de la recapitulacion y de su uso para la ensefianza. Pero ademas, se suele incluir en el
mismo campo la teoria psicogenética elaborada por Jean Piaget y Rolando Garcia (Piaget y Garcia,
1982) y el método genético de ensefianza. Ahora bien, en Piaget y Garcia (1982) no se afirma en
absoluto que haya una recapitulacion de la filogénesis en la ontogénesis:

[el] objetivo no es, en modo alguno, poner en correspondencia las sucesiones de naturaleza historica
con aquellas que revelan los analisis psicogenéticos, destacando los contenidos. Se trata, por el
contrario, de un objetivo enteramente diferente: mostrar que los mecanismos de pasaje de un periodo
histdrico al siguiente son analogos a los del pasaje de un estadio psicogenético al estadio siguiente.
(Piaget y Garcia, 1982, p. 33)*

Piaget y Garcia pues no so6lo no buscaron correspondencias elemento a elemento entre el desarrollo
de cada individuo y lo sucedido en la historia, sino analogias entre mecanismos de paso de un
estadio de desarrollo a otro; mas aun, lo que hicieron es analizar lo sucedido en la historia para
buscar en ella lo que habian determinado en el desarrollo de los individuos, podriamos decir que en
su teoria es la ontogénesis la que se recapitula en la filogénesis.

Con respecto al método genético de ensefianza, sin entrar a discutir sus variantes, que han sido
analizadas por Schubring en varias ocasiones (cf., por ejemplo, Schubring, 2011), en la versién que
Toeplitz llam6 “método genético indirecto” la historia se usa como guia para la ensefianza, pero no
se repite en ella: “La elucidacion de dificultades didacticas [...] sobre la base de analisis histdricos,
en la que esos analisis historicos solo sirven para dirigir la atencién en la direccion adecuada”
(Toeplitz, 2015, p. 308).

Del mismo estilo es la idea de Hans Freudenthal de “reinvencidon guiada”, que puede verse como
una derivacion de este método genético indirecto, en donde lo que se lleva a la ensefianza son en
todo caso los procesos que han conducido en la historia a la invencién de los conceptos méas que los
hechos concretos que los produjeron.

Instar a que las ideas se ensefien genéticamente no significa que deberian presentarse en el orden en
que surgieron, ni siquiera con todos los callejones sin salida cerrados y todos los desvios eliminados.
Lo que los ciegos inventaron y descubrieron, posteriormente los que ven pueden decir como se
habria descubierto si hubiera habido entonces maestros que supieran lo que sabemos ahora.
(Freudenthal, 1973, p. 101)

Introduciré mi observacion a la teoria de la recapitulacion con una cita de Wittgenstein tomada del
libro publicado en 1957 pdstumamente en el que sus editores, G. H. Von Wright, R. Rhees y G. E.
M. Anscombe, recopilaron una parte de sus escritos sobre matematicas y que titularon
Observaciones sobre los fundamentos de la matemética:

Quiero decir: Es esencial a la matematica que sus signos se usen también en lo civil.

Es el uso fuera de la matematica, es decir, el significado de los signos, lo que convierte en
matematica el juego de signos. (Wittgenstein, 1987, p. 215*")

Aunqgue Wittgenstein hiciera esta observacion para introducir a su manera la raiz socio-cultural del
significado, yo la voy a utilizar para apuntar como ese uso civil de los signos de las matematicas los
incorpora al mundo de las experiencias de los sujetos. Si ademas tenemos en cuenta, siguiendo a
Wittgenstein, que el significado de los signos radica en su uso —un uso sometido a reglas, a un juego
de lenguaje—, los signos de las matematicas usados en lo civil conllevan ese juego de lenguaje, de
modo que un individuo de ese contexto socio-cultural y ese momento historico puede tener en su
acervo de experiencias no solo los fendbmenos que fueron en su dia organizados por el concepto, el
signo en cuestion, en el momento histérico y el contexto socio-cultural en que esto sucediera,
digamos que desnudos, sin esa organizacion para la que se creo el concepto, el signo, matematico,
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sino que los tiene acompafiados de esos medios de organizacion, ya incorporados social y
culturalmente incluso al acervo del lenguaje.

El mundo de experiencias de un individuo de ese momento historico y entorno socio-cultural,
diferente del mundo de experiencias posible de aquellos individuos que vivian cuando el concepto
fue inventado y donde lo fue, es mas rico al tenerlos incorporados —lo que hace innecesario, en esos
casos, repetir la historia. Y lo hace innecesario por un motivo méas profundo que el que Freudenthal
(1973) sefiala en el texto que acabamos de citar: en esos casos, ni siquiera es necesario que haya un
profesor que ensefie 1o que ahora se sabe y antes no se sabia. EI conocimiento creado en la historia
se ha incorporado a las practicas sociales, a los juegos de lenguaje, de modo que ya esta presente en
el mundo de experiencias de los aprendices: la guia del profesor al alumno en el método de
reinvencion guiada freudenthaliano no tiene que suplir pues todo lo producido en la historia, puede
partir de la presencia de lo ya incorporado.

Un ejemplo sencillo de este hecho es la presencia de nimeros negativos en los pulsadores de los
ascensores. Otro, mas complejo, los simuladores en entornos informaticos.

En la historia de la ensefianza de las matematicas también tenemos un ejemplo claro en el hecho de
que, en aritméticas escolares espaiiolas histdricas, expresiones como ‘“cinco menos tres” se traten
como algo ajeno al lenguaje natural, que necesita por tanto ser traducido, explicado, en el propio
lenguaje natural, ya que van contra las reglas de la gramatica, cuando actualmente no se ven asi.
Asi, Vallejo, por ejemplo, escribe “la espresion 5—3=2, quiere decir que despues de quitar 3
unidades del 5 quedan 2, y se lee cinco menos tres igual ¢ es igual a dos” (sic) (Vallejo, 1841, p.
26). La necesidad que tiene Vallejo de explicar como se lee la expresion aritmética “S —3 = 2"y
sobre todo el hecho de que eso no le baste para dar cuenta de su significado, sino que tenga que
explicar qué significa “cinco menos tres igual a dos”, porque esta frase no se reconoce como una
frase bien construida en espafiol, es impensable hoy en dia. Hoy en dia esta incorporada a la
gramaética del espafiol.

Hechos de este estilo son los que en Radford y Puig (2007) conducen a enunciar un “principio de
incorporacion”, que establece un limite de calado a la teoria de la recapitulacion:

La caracteristica principal del desarrollo de la vida de un individuo (ontogénesis) es el hecho de que
estd enmarcado por un mundo de artefactos culturales y formas mas avanzadas de cognicion que
ofrecen al individuo una serie de lineas de desarrollo conceptual.

[...] El Principio de Incorporacion siguiente arroja luz mejor sobre la relacion entre la filogénesis y
la ontogénesis: nuestros mecanismos cognitivos (por ejemplo, percibir, abstraer, simbolizar) estan
relacionados, de manera crucial, con una dimension conceptual histdrica ineludiblemente
incorporada en nuestras practicas sociales y en los signos y artefactos que los median (Radford y
Puig, 2007, p. 148).

QUINTA OBSERVACION

Mi Ultima observacion versa sobre la funcién de la historia de las matematicas en la ensefianza de
las matematicas que Barbin (1997) llamé “de dépaysement”, y yo traduzco por “funcion de
desubicacion”.

Esta funcion de desubicacion persigue en la ensefianza un objetivo similar al que perseguia lo que
Bertold Brecht llamo “Verfremdungseffekt”, “efecto de extrailamiento o distanciamiento”, que
constituyo el elemento clave de su teoria de la actividad teatral. El establecimiento de una distancia
entre el espectador y la representacion teatral, el hacer que lo habitual se convierta en sorprendente,
obliga a pensar. Bertold Brecht pretendia con el distanciamiento del espectador ante la
representacion teatral romper con la identificacion emocional, con la catarsis que fundamenta el
teatro clasico, en la que no hay reflexion sobre lo que ocurre en la escena sino identificacion con los
personajes. Con el efecto de distanciamiento
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se procura [...] que lo sobreentendido resulte “no entendido”, pero con el tnico fin de hacerlo mas
comprensible. Para que lo conocido lo sea realmente, para que sea conocido a conciencia, debe dejar
de pasar inadvertido; se deberd romper con la costumbre de que el objeto en cuestion no requiere
aclaracién (Brecht, 1970, p. 182).

La desubicacion del lector, del estudiante, ante el texto historico le saca también de su zona de
confort, ese lugar en que, identificado con lo que uno tiene delante, se actia de forma mecanica,
reiterando acciones ya hechas que se disparan ante el estimulo de lo familiar. Ahora bien, la historia
de las matemaéticas puede tener esa funcion de desubicacion a condicion de que no sea una historia
“whig”, a condicion de que no se busque en los textos histéricos solo lo que conduce al presente,
eliminando todo lo que resulta extrafio a la manera en que estan elaborados los conceptos
matematicos en el presente o a la manera en que se realizan procesos como los de resolucion de
problemas en el presente, o eliminando los sistemas matematicos de signos de otras épocas
substituyéendolos por los actuales, substitucién que no conduce solo a traducir el texto histérico,
sino que también lo modifica conceptualmente, si no obviamos el hecho de que los conceptos
matematicos no existen independientemente de su expresion en un sistema de signos, sino que se
constituyen en los sistemas de signos y por ellos.

La funcidn de desubicacion de la historia de las matematicas rompe ademas con la imagen de las
matematicas como un conjunto de resultados, de verdades eternas, que se han ido descubriendo a lo
largo de la historia, y la idea de la propia historia de las matematicas como la historia del avance de
la ignorancia y el error hacia la verdad, en vez de una historia de creacion de medios de
organizacion de fendmenos de nuestra experiencia, cada vez mas perfilados conceptualmente, y
organizados a su vez en niveles cada vez mas abstractos. En consecuencia, no solo se trata de que el
tipo de historia de las matematicas ha de ser de ese estilo para producir la funcion de desubicacién,
sino que ese tipo de historia también produce una modificacion en el tipo de matematicas que se
ensefia, siempre que la ensefianza tome en consideracion y se entrelace con ella. La funcion de
desubicacion de la historia de las matematicas conlleva también la funcion que Barbin (1997) llamé
“de substitucion”: las matematicas que se ensefian son otras.

Examinaré con un ejemplo cémo puede un texto histdrico servir para esa funcién de desubicacion y
algunas condiciones que conviene que se den 0 que se organicen para que la presentacion del texto
historico pueda servir para ello.

El ejemplo usa el texto del enunciado de un problema aritmético-algebraico de enunciado verbal y
su solucién que se conservan en una tablilla babilonica, que he tomado de Hayrup (2002). El texto
del enunciado es el siguiente:

2 gur 2 pi 5 ban de aceite he comprado
De la compra de 1 shekel de plata, 4 sila, de cada (shekel), de aceite he separado.
2/3 mina de plata como beneficio he visto.

¢Con qué equivalencia he comprado y con qué equivalencia he vendido? (Hgyrup, 2002, pp. 206-
207).

La traduccidn espafiola la he hecho a partir de la version inglesa de Jens Hgyrup, que €l hizo del
texto en acadio de la tablilla babilonica, y he mantenido en mi version espafiola el tipo de
traduccion que Hoyrup defiende que hay que hacer de los textos histdricos, que ¢l llama “traduccion
conformeX™. En la traduccion conforme, se procura que los términos técnicos se traduzcan
manteniendo las distinciones de su uso en el texto historico (asi, por ejemplo, Hgyrup usa varias
palabras inglesas distintas para “sumar” porque en el texto babilonico en acadio se usan de forma
consistente palabras distintas para acciones de sumar diferentes, tales como juntar dos conjuntos
homogéneos, acumular un objeto a otro de manera que se incorpora a ese otro, etcétera); ademas, se
procura mantener la estructura sintactica de las frases aun a costa de violentar la sintaxis del idioma
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al que se traduce. Con ello se pretende que lo que el lector tenga ante él tenga rasgos fundamentales
de la conceptualizacion de los objetos y procesos matematicos que estan en juego en el texto
original y en las préacticas de la época.

Esta traduccion conforme, a la manera de Hayrup, es un buen vehiculo para que el texto pueda tener
la funcién de desubicacion. Ahora bien, para su uso en la ensefianza, la idea de Hgyrup conviene
modularla: para que la funcién de desubicacion se desencadene hace falta que el alumno encuentre
en el texto, o en la tarea en la que el texto esté inserto, algo extrafio, algo que le saque de su zona de
confort; pero es preciso también que reconozca la tarea como parte de una familia de tareas que
conoce, dentro de la cual ese texto particular desconcierta. Dicho de otra manera, el texto no puede
ser un enigma, algo a lo que no se es capaz de dar sentido alguno. En el extremo, si se presentara el
texto tal cual esta en la tablilla babilonica o en la transcripcion que usan los arquedlogos, seria un
enigma. La traduccion conforme de Hgyrup puede seguir siendo un enigma para segun qué
alumnos, por lo que la tarea del profesor ha de ser elegir la distancia que se quiere crear entre el
texto y los alumnos de modo que éstos puedan a la vez darle algin sentido y extrafarse: asi podra
tener la funcion de desubicacion que se persigue.

Asi, del problema anterior puede eliminarse la dificultad que plantea la metrologia babil6nica, cuyo
desconocimiento bloquea la posibilidad de desencadenar las acciones aunque se haya reconocido el
problema como parte de una familia de problemas conocida, y cuya presencia solo desubica en el
terreno del desconocimiento de un hecho:

12750 litros de aceite he comprado.

De la compra de 1 gramo de plata, 4 litros, de cada (gramo), de aceite he separado.
40 gramos de plata como beneficio he visto.

¢Con qué equivalencia he comprado y con qué equivalencia he vendido?

También puede eliminarse la representacion de los nimeros en el sistema de numeracion
sexagesimal, que ya no sélo desubica en el terreno del desconocimiento de un hecho, sino también
en la forma en que se realizan las operaciones aritméticas:

770 litros de aceite he comprado.

De la compra de 1 gramo de plata, 4 litros, de cada (gramo), de aceite he separado.
40 gramos de plata como beneficio he visto.

¢Con qué equivalencia he comprado y con qué equivalencia he vendido?

Finalmente, puede abandonarse la traduccion conforme a la manera de Hgyrup y redactar un
enunciado como traduccion del texto babilénico que s6lo es conforme con respecto a la estructura
de relaciones y cantidades, y la historia de transacciones en las que se compra para vender mas caro.

Un comerciante compra 770 litros de aceite.
Los vende dando 4 litros menos de los que ha recibido en la compra, por cada gramo de plata.
Obtiene un beneficio de 40 gramos de plata.

Averiguar a cuantos litros por gramo de plata compro6 el aceite y a cuantos litros por gramo de plata
lo vendio.

Podria pensarse que esta Gltima version del texto babilonico ya no es capaz de tener funcion de
desubicacion alguna, porque el enunciado es familiar para los alumnos y pueden desencadenar de
forma automaética las acciones del método cartesiano, por ejemplo, y resolverlo. Ahora bien, este
problema es particularmente interesante para discutir que la funcion de desubicacion puede
presentarse en niveles distintos, por la riqueza de elementos desubicadores que contiene.
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En efecto, cuando se efectla la lectura analitica del problema, la estructura de cantidades y de
relaciones a la que conduce la lectura analitica mas usual también desubica, porque no es la habitual
en los problemas de esa familia con los que los alumnos de nuestra época se han encontrado y que
han resuelto. Las relaciones de proporcionalidad que aparecen son relaciones de proporcionalidad
inversa, en vez de relaciones de proporcionalidad directa, que es lo que constituye el centro de la
estructura de las relaciones entre cantidades en esta familia de problemas.

Esto es asi porque entre las cantidades del problema, que son “cantidad comprada y vendida”
(litros), “importe de la compra” (gramos de plata), “importe de la venta” (gr), “tasa de compra”
(I/gr), “tasa de venta” (l/gr), “beneficio total expresado en plata” (gr) y “beneficio unitario
expresado en aceite por unidad de plata” (I/gr), tres de ellas responden a una conceptualizacion del
fendmeno distinta de la habitual en el presente. En efecto, el precio unitario no esta concebido como
lo que se paga por unidad de mercancia, sino como la mercancia que se da o se recibe por unidad de
dinero, y lo mismo sucede con el beneficio unitario. Como consecuencia de esa inversion en la
concepcion del precio de compra y venta (que yo he indicado llaméndolo “tasa” en vez de
“precio”), entre las cantidades en cuestion hay relaciones de proporcionalidad inversa y no de
proporcionalidad directa.

La riqueza de la tablilla babilénica en la que aparece este problema desde el punto de vista de la
funcién de desubicacion no se agota ahi. La tablilla contiene también la solucion del problema
expresada como una lista de operaciones que hay que realizar para resolverlo, que presento en una
traduccion conforme de la que sélo he eliminado la metrologia babilonica:

Tu coloca 4 litros de aceite y coloca el beneficio 40 gramos

Inverso de 40, 130", ves.

1730 por 4 multiplica, 67, ves.

6" por 12°50, el aceite, multiplica, 1°17, ves.

Y de 4 rompe, 2, ves

2 cuadra, 4, ves

43117 afade, 1°21, ves.

¢Cudl es el lado igual? 9 es el lado igual.

9 el equivalente coloca.

% de 4, que has separado, rompe, 2, ves.

2 al primer 9 afiade, 11, ves.

Del segundo quitalo, 7, ves.

11 litros cada gramo has comprado, 7 litros cada gramo has vendido.

¢Plata equivalente a qué? ;Qué a 11 litros [por gramo] puedo poner que 12750 de aceite me dé?
1710 coloco 1710 gramos de plata.

¢Por 7 litros cada gramo de plata que vendes de aceite, los 40 gramos de plata a qué equivalen?
40 por 7 multiplica. 4°40, ves, 4°40 de aceite (Hayrup, 2002, p. 207).

Esa solucion puede usarse en la ensefianza planteando a los alumnos la tarea de explicarla indicando
cuél es el sentido que tiene cada una de las operaciones que la componen y su secuencia. Ahora
bien, examinando la solucién, podemos ver que, de nuevo, el lector moderno se ve desubicado.

En efecto, en las tres primeras lineas el beneficio unitario expresado en aceite por unidad de plata
(I/gr) se divide por el beneficio total expresado en plata (gr), y, en la cuarta, el resultado de esa
division se multiplica por cantidad comprada y vendida (I), y el resultado de esa multiplicacion
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resulta ser el producto de la tasa de compra (I/gr) por la tasa de venta (l/gr), lo que carece de sentido
en la historia que narra el problema. Hay que buscarle sentido en otro lugar, en una representacion
de las cantidades mediante rectangulos que se manipulan cortando, desplazando y pegando y se
relacionan entre ellos, que esta estrechamente ligada a la naturaleza de la protoalgebra babilonicaX".

El desconocimiento de la metrologia (un hecho), las consecuencias del sistema de numeracion en la
ejecucién de las operaciones aritméticas, la diferencia en la estructura de cantidades y relaciones
con respecto a los problemas de esa familia y la carencia de sentido del algoritmo de solucion con
respecto al significado de las cantidades en la historia del problema enunciado verbalmente
producen desubicacion en niveles distintos, que conducen a tener que abrir el campo seméntico de
los conceptos y procesos implicados mas alla del que proporciona una matematica como conjunto
de resultados establecidos, hacia matematicas elaboradas a lo largo de la historia en contextos
socio-culturales diversos: la historia de las matematicas cambia las matematicas que se ensefian.
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Abstract

Willem Kuyk had denounced with this image the widely shared view that mathematics education
grows only by receiving some drops from above, figuring there the supreme instance for teaching.
Bruno Belhoste, in his paper of 1998, had argued against this view and pleaded for re-assessing the
role of teaching mathematics in the development of mathematics. Yet, he conceptualised its role in a
polarised manner: while speaking of contributions of mathematical research as ‘“invention”, as
“production”, he juxtaposed teaching as “reproduction”, as “socialisation”. I am arguing,
instead, that the teaching of mathematics can transgress this type of reproduction in a much more
decisive manner — and effectively did so throughout the historical development of mathematics.

| should like to discuss this productive role of teaching and in particular the methodological
challenges for realising such analyses. Actually, historians of mathematics do not use to be very
attached to methodological reflections, and, if ever dealing with them, use to reproduce the old
dichotomy between internalism and externalism — quite contrary to historians of science who since
quite a time overcame that dichotomy and use to study interactions between internal developments
of ideas and broader cultural, social and political contexts. A key pattern for studying such
interactions are institutions — i.e., institutions in which mathematicians are working. And, in
general, the official major task there is teaching, forming new generations. Not only are such
institutions at the crossroads of conceptual developments within the discipline and of contextual
influences on the functioning of the institution, there also occurs the direct and concrete interaction
between teaching and research. Not too rarely, it is the function of teaching which induces to
innovations in mathematical concepts.

The most paradigmatic patterns for this functioning were higher education institutions from the
French Revolution: due to the establishment of systems of public education, the higher degrees of
teaching intensity entailed incentives for systematic revisions of mathematical concepts and their
foundations. But there are also revealing cases of innovations in the discipline induced by
institutions in earlier periods. Particularly telling studies have been made by Christine Proust on
the functioning of the scribal schools (edubba) in Old Babylonian times where the masters, forming
the scribal apprentices, transgressed the routine tasks of teaching by validating procedures, by
solving new classes of problems.

Besides presenting and discussing pertinent cases for such interactions, the lecture will discuss
another pertinent issue for interfaces between mathematical development and teaching: it is the
notion of ‘element’ and of elementarisation of science. In fact, the notion of element connects the
development of mathematics and the modes of teaching mathematics in a fundamental way. Since
Euclid’s geometry textbook, the term ‘elements’ expresses the intention to give a systematic
presentation of a mathematical theory, constructed from its basic components. While thus fixing the

Schubring, G. (2019). “Mathematics is not a stalactite hanging over a stalagmite” (W. Kuyk) — The productive role of
teaching. En J. M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-Escolano y A. Alsina (Eds.), Investigacién en Educacion
Matematica XXIII (pp. 131-140). Valladolid: SEIEM.
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state of knowledge of mathematics or of one of its branches for a certain time and period, Felix
Klein’s notion of elementarisation dynamises the notion, emphasising the various stages where the
meanwhile accumulated new results and branches led to a restructuration of the bases, defining a
renewed structure of elements — the new architecture achieved by Bourbaki constituting a well-
known case for textbooks. It is incited by teaching and serving for teaching that textbooks are
contributing to the progress of mathematics.

Keywords: Teaching of mathematics, mathematics history, Teacher Training.
Resumen

Willem Huyk habia denunciado con esta imagen la visiébn ampliamente compartida de que la
educacion matematica crece unicamente recibiendo algunas gotas de arriba, figurando alli la
instancia suprema para la ensefianza. Bruno Belhoste, en su articulo de 1998, habia argumentado
en contra de este punto de vista e instado a reexaminar el rol que tiene la ensefianza de las
matematicas en el desarrollo mismo de las matematicas. Sin embargo, conceptualizo ese rol de una
manera polarizada: mientras hablaba de las contribuciones de la investigacion en matematicas
como “invenciones” o “producciones”, yuxtaponia la enserianza como “reproduccion”, como
“socializacion”. Por el contrario, yo argumento que la ensefianza de las matematicas puede
trasgredir esa reproduccion de un modo mucho més decisivo, y que efectivamente asi lo ha hecho a
lo largo del desarrollo historico de las matematicas.

Me gustaria discutir este rol productivo de la ensefianza y, en particular, los desafios
metodoldgicos para dar cuenta de tal andlisis. En realidad, los historiadores de las matematicas no
suelen estar muy ligados con reflexiones metodolégicas v, si tienen que tratar con alguna, suelen
reproducir la vieja dicotomia entre internalismo y externalismo — muy diferente del proceder de los
historiadores de la ciencia quienes hace ya bastante tiempo que superaron esta dicotomia y suelen
estudiar las interacciones entre el desarrollo interno de las ideas y un contexto cultural, social y
politico mas amplio. Un modelo clave para estudiar esas interacciones son las instituciones, por
ejemplo, las instituciones en las que los matematicos estan trabajando. Y, en general, la gran tarea
oficial en ellas es la ensefianza, formar nuevas generaciones. No solo estan estas instituciones en la
interseccion entre el desarrollo conceptual dentro de la disciplina y las influencias contextuales
sobre el funcionamiento de la institucion, también ocurren interacciones directas y concretas entre
la docencia y la investigacion. No es muy extrafio que sea la funcion propia de la ensefianza la que
induzca a innovaciones en los conceptos matematicos.

Los modelos mas paradigmaticos para este funcionamiento fueron las instituciones de educacion
superior provenientes de la Revolucion Francesa: debido al establecimiento de sistemas de
educacién publica, la ensefianza en estos niveles implico de forma intensa incentivos para realizar
revisiones sistematicas de los conceptos matematicos y su fundamentacion. Pero también hay otros
casos reveladores de innovaciones en la disciplina inducidos por otras instituciones en periodos
anteriores. En particular, estudios reveladores han sido desarrollados por Christine Proust en
relacion con el funcionamiento de las escuelas de escribas (edubba) en tiempos de la Antigua
Babilonia donde los maestros, formando a los escribas aprendices, trasgredian las tareas
rutinarias de la ensefianza por medio de la validacion de procedimientos o la resolucion de nuevas
clases de problemas.

Ademas de la presentacion y discusion de casos pertinentes sobre esas interacciones, discutiré otro
asunto pertinente para la interrelacion entre el desarrollo matematico y la ensefianza: la nocion de
“elemento” o de elementarizacion de la ciencia. De hecho, la nocién de elemento conecta el
desarrollo de la matematica y los modos de ensefiarla de un modo fundamental. Desde el libro de
Geometria de Euclides, el término “elementos” expresa la intencion de proporcionar una
presentacion sistematica de la teoria matematica, construida desde sus componentes basicos.
Mientras se fija el estado del conocimiento de las matematicas o de una de sus ramas en un cierto
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tiempo o periodo, la nocion de elementarizacion de Felix Klein dinamizd la propia nocion,
haciendo hincapié en las diversas etapas o fases en las que la acumulacion de nuevos resultados y
ramas realizada hasta el momento condujeron a una reestructuracion de las bases, definiendo una
estructura renovada de elementos. La nueva arquitectura desarrollada por Bourbaki constituye un
caso bien conocido para manuales y libros de texto. Incitados por la docencia y por el propoésito de
servir para ella, los manuales estan contribuyendo al progreso de las matematicas.

Palabras clave: Enseflanza de las matematicas, historia de las matematicas, formacion de
profesores.

INTRODUCTION

Willem Kuyk had denounced with this image — stalactite versus stalagmite - the widely shared view
that mathematics education grows only by receiving some drops from above, figuring there the
supreme instance for teaching. Bruno Belhoste had published a paper in 1998, arguing intensely
against this view and pleading for re-assessing the role of teaching mathematics in the development
of mathematics:

Contre ce préjugé, je voudrais défendre le point de vue selon lequel la mise en commun du savoir
mathématique, c’est-a-dire sa socialisation au sein de communautés de spécialistes et de
communautés d’utilisateurs, qu’elles soient savantes ou de métier, voire méme dans I’ensemble du
corps social, constitue un aspect essentiel de 1’activité mathématique, partie intégrante de 1’activité
d’invention (Belhoste, 1998, p. 289).

Yet, he conceptualised the role of teaching in a polarised manner: while speaking of contributions
of mathematical research as “invention”, as “production”, he juxtaposed teaching as “reproduction”,
as “socialisation”. In fact, he understood teaching as dissemination, as socialisation:

L’enseignement constitue lui-méme une modalité particuliere de la socialisation du savoir dans
laquelle le récepteur est en situation d’apprentissage, ce qui implique une mise en forme didactique
et I’invention d’activités spécifiques (Belhoste, 1998, p. 290).

The problem seems to be that he restricted the meaning of “enseignement” to the side of the learner,
not conceiving of the other pole, the teacher, realising the teaching.

And while he denounced the lack of attention for teaching, he associated it with “reproduction”:
“Sous cette indifférence se cache en fait ’idée fausse que la production mathématique peut étre
séparée a priori par I’historien des conditions de sa reproduction” (Belhoste, 1998, p. 289).

| am arguing, instead, that the teaching of mathematics can transgress this type of reproduction in a
much more decisive manner — and effectively did so throughout the historical development of
mathematics.

I should like to discuss this productive role of teaching and in particular the methodological
challenges for realising such analyses. Actually, historians of mathematics do not use to be very
attached to methodological reflections, and, if ever dealing with them, use to reproduce the old
dichotomy between internalism and externalism — quite contrary to historians of science who since
quite a time overcame that dichotomy and use to study interactions between internal developments
of ideas and broader cultural, social and political contexts.

Characteristic is the volume Writing the History of Mathematics (Dauben & Scriba, 2002).
Although composed by eminent historians of mathematics, the volume documents that mathematics
historiography is still strongly marked by the opposition between “internal” and “external”
approaches, while a new German Handbuch Wissenschaftsgeschichte of 2017 declares this dispute
as overcome and is open to much broader conceptual approaches, understanding science as just one
form of knowledge—history of science being hence a part of Wissensgeschichte, the history of
knowledge (Sommer, Miller-Wille, & Reinhardt, 2017, p. 3). In fact, this handbook realised an
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ambitious endeavour to reflect the methodology of history of science research. It presents, in
particular, systematic chapters on recent research approaches. Pertinent for my issue here of
interfaces is the chapter on cultural sciences and science history (Brandt, 2017).

IMPACT BY INSTITUTIONAL ANALYSES

A key pattern for studying such interactions are institutions — i.e., institutions in which
mathematicians are working. And, in general, the official major task there is teaching, forming new
generations. Not only are such institutions at the crossroads of conceptual developments within the
discipline and of contextual influences on the functioning of the institution, there also occurs the
direct and concrete interaction between teaching and research. Not too rarely, it is the function of
teaching which induces innovations in mathematical concepts.

The most paradigmatic patterns for this functioning were higher education institutions from the
French Revolution: due to the establishment of systems of public education, the higher degrees of
teaching intensity entailed incentives for systematic revisions of mathematical concepts and their
foundations.

An Old Babylonian institution: the edubba

But there are also revealing cases of innovations in the discipline induced by institutions in earlier
periods. Particularly telling studies have been made by Christine Proust on the functioning of the
scribal schools (edubba) in Old Babylonian times where the masters, forming the scribal
apprentices, transgressed the routine tasks of teaching by validating procedures, by solving new
classes of problems. While teaching the apprentices, the masters perfected and developed the
practices of arithmetic and geometry already established.

Christine Proust reflected about the relation between teaching and research in a book chapter with
the revealing title: “Does a master always write for his students? Some evidence from Old
Babylonian scribal schools”. In this chapter, she analyses carefully the different types of cuneiform
mathematical texts hitherto detected and accessible. The focus of the analysis is the period called
Old Babylonian, i.e. from about 2000 to 1700 BC. The particular importance of her analysis is the
re-assessment of traditional classifications of these collections. The more than 2000 clay tablets
containing mathematical texts used to be classified as “table-texts” and as “problem-texts” — she
characterises the two types as school texts, being “exercises written by young scribes during the
elementary education” — and as “erudite texts”, “as opposed to the texts written by young pupils”;
since all these texts were produced as activities of scribal schools, they all can doubtless be
attributed to a teaching context (Proust, 2014, p. 70). Proust confirms that the mathematical texts

were written by masters in the scribal schools, referring to a result of Jens Hgyrup:

The mathematical texts are school texts. [...] Their authors [...] were teachers of computation, at
times teachers of pure, inapplicable computation, and plausibly specialists of this branch of scribal
education; but they remained teachers, teachers of scribal school students who were later to end up
applying mathematics to engineering, managerial, accounting, or notarial tasks. (Hgyrup, 2002, p. 8)

Proust questions the traditional conviction that all these texts were produced for teaching purposes —
and in particular that the erudite texts were all directed by masters to their students in the schools.
For this re-analysis, she classifies the clay tablets from this period into three groups and analyses
their function.

e The first type are school tablets containing stereotypical texts, which are similar to all scribal
schools in Mesopotamia and which enable to reconstruct the school curriculum. The
curriculum could thus be identified to be structured in an elementary and in an intermediate
level. For a characteristic clay tablet, she resumes: “[...] is a school text in the sense that it
was written by an apprentice scribe as he learned mathematics. In addition, its content has a
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clearly didactic function: the text is designed to teach precise mathematical knowledge”
(Proust, 2014, p. 77).

e Proust emphasises that the school texts are not necessarily “puerile” texts. Among the
“elementary” tablets there is the group of metrological tables and of multiplication tables.
These tables were not necessarily created for teaching purposes. They might not have been
produced originally for teaching, but for use in practical activities, and were later introduced
in teaching, too — like in Modern Times the logarithmic tables and the trigonometric tables.

e The traditional group of “erudite” texts is divided by her in two different types. One (thus
the second type) is called procedure texts, hence “lists of problem statements followed by
their resolution and catalogues: lists of problem statements with no indication of their
resolution” (Proust, 2014, p. 72). They look, at first, like texts composed by masters for their
students. But they might have served also other purposes. Proust qualifies them as of
“advanced teaching” since they work in a more sophisticated manner with the knowledge
established in the elementary texts. A second group within this second type are the so-called
catalogues: collections of problems, giving only their solution without the procedure for the
resolution. Proust interprets them as used by the masters for classifying, ordering and
arranging the knowledge: “These compilations could have been developed by masters to
streamline the organization of the mathematical training curriculum, and maybe to classify
and archive educational texts, thus constituting the first libraries” (Proust, 2014, p. 87).

e The third group, presented as “texts written by masters for their peers”, show that the scribal
school masters were also able “to develop projects not directly related to their teaching
activities” (Proust, 2014). These are the “mathematical series” texts, i.e. written on several
numbered tables, contain very long lists of problem statements — more than 1500 in total.
Their writing techniques evidence a virtuosity in their writing techniques. Different from the
problem statements in the catalogues which are widely encountered in the various locations
of cuneiform findings, the problem statements put in the series texts are rather unique in the
known mathematical collections: “One can even wonder if some of them were ever intended
to be solved” (Proust, 2014, p. 91).

e Proust’s intriguing conclusion refers to the existence of a community of masters, thus
masters producing texts for their peers — and this due to the institutionalization of the scribal
training:

The activities of masters included teaching and other objectives, such as communication between
peers. These components are strongly interconnected, and yet they do not completely overlap.
Developments in mathematics are the result of both the activity of teaching and interaction within a
community of scholars.

In the Old Babylonian period, education went hand in hand with creative activity, supported by a
very active milieu. [...] A network of long- distance links between the scribes seems to have existed,
as shown by the similarities of the content of school tablets found through the Ancient Near East.

[...] Old Babylonian scribal schools were the places where the learning of cuneiform writing and
arithmetic took place, but some of them were also intellectual centers. Some texts, written by the
students themselves clearly reflect elementary teaching activities, others, written by the masters, bear
witness to the activity of teaching, while others still show communication between scholars (Proust,
2014, p. 92)

IMPACT OF ESTABLISHING PUBLIC EDUCATION

As already emphasised, the impact of teaching on the production of knowledge can be studied and
revealed more profoundly in particular after the French Revolution, with its enormous effect of

135



Schubring, G.

establishing public education systems — and thus stimulating systematisation of knowledge and
reflection upon its foundations.

A particular revealing aspect is the re-assessment of the role of textbook authors. Usually, textbook
writing is understood as work for divulgation and disseminating of science, thus not contributing to
the progress of science. It was in particular Thomas Kuhn’s otherwise famous book on Scientific
Revolutions, of 1962, which negated emphatically a productive role of textbooks (Kuhn, 1962).
Yet, the period after the French Revolution is rich in providing contrary cases.

Then, the role of the textbook author also became investigated and even credited. While the share of
textbook composition in establishing the elements of science was valued, the textbook author was
also assessed in his productive contribution to science. A first such crediting was published in 1796,
in a review of the second edition of J. A. J. Cousin’s calculus textbook: Lecons de Calcul
Différentiel et de Calcul Intégral (1796). The review was published in La Décade, the journal of the
idéologues. Its anonymous author assumed the novel stance of attributing to a textbook author the
rank of “inventor”—a notion in the discourse on science that designated an innovative scientist
since Clairaut and d’ Alembert:

The author of an elementary book attains the rank of an inventor if he can present the elements, first,
in the best order, in the most simple and the most clear manner: if he removes from the science all its
technical wrapping and if he illustrates after each step the space traversed in such a manner that the
student always knows well where he is (quoted from Schubring, 1987, p. 43).

And Sylvestre-Frangois Lacroix (1765-1843), the prolific and successful textbook author since the
first periods of the French Revolution, was distinguished even by the Institut—the new form of the
Academy of Sciences since the Revolution—in being attributed a rank equal to an inventor. The
distinction had been given in the Institut’s report on the project presented by Lacroix to publish a
treatise on the differential and integral calculus. In fact, he published this treatise as a three volumes
textbook from 1797 to 1799. The report explained:

To present difficult theories with clarity, to connect them with other known theories, to dismantle
some of the systematic or erroneous parts which might have obscured them at the time of their
emergence, to spread an equal degree of enlightenment and precision over the whole; or, put shortly:
to produce a book which is at the same time elementary and up to the mark in science. This is the
objective which Citizen Lacroix has taken to himself and which he could not have attained without
engaging himself in profound research and by progressing often at the same level as the inventors
(quoted from: ibid.).

TEACHER TRAINING AT HIGHER EDUCATION INSTITUTIONS

Since the times of Old Babylonia and its edubba, mathematics has been taught in all cultures
known. Yet, the forms of teaching were not necessarily institutionalised ones: over large periods
and epochs, teaching might have occurred in private forms, as apprenticeship instructed by a master
— or even in autodidact forms. And institutionalised forms did not need to be continuous ones — due
to the invasion by a warrior people, the edubba did not continue after the abrupt end of the Old
Babylonian period. And the School of Computation, founded in 656 in China for training the state
functionaries suffered many closings and ended functioning definitely by 1120.

For Greek and Roman times, one has no evidence of an institutionalised teaching of mathematics, it
occurred rather in private forms. For the classical period of Islamic civilisation, there existed one
institution, the madrasa where — while forming muftis and khadis, for religious and law practices —
mathematics could be taught as auxiliary science. In the (West-) European Middle Ages, this form
was transmitted and developed: teaching the quadrivium as a minor subject and by generalists,
without a proper qualification in mathematics. In Pre-Modern times occurred the split in Western
Europe between Protestant and Catholic educational systems. In Catholic states, dominated by the
Jesuits, higher education mathematics teaching was abolished — except France, where courses in
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mathematics were given at the College Royal, but without any degrees and diplomas. Later in the
eighteenth century, mathematics was introduced for engineering studies, as a “service subject”. In
Protestant states, the mathematics professorships introduced as major innovation during the
Renaissance, were maintained and somewhat expanded, but serving either as a service subject, too,
or as a propaedeutic for studies at the higher, i.e. professional faculties.

In Modern Times, it was at first in only one state, in Prussia, that mathematics became established
at its universities as a proper study course, leading to a professional qualification: to be a teacher of
mathematics at its secondary schools: the Gymnasien. Thanks to prepare thus, the first time, for a
professional career in mathematics, the mathematics professors at the Prussian universities — being,
before these reforms from 1810 on, rather generalists teaching encyclopaedic courses — themselves
specialised in mathematics, turning from being teachers to the combined role of teacher and
researcher. Hence, mathematics achieved autonomy at these Prussian universities, and this thanks to
their task of teacher education.

Yet, this profound change was due to contexts specific for Prussia, and thus not directly
generalizable:

e After the defeat in the 1806 war with Napoleonic France, the reforms occurred in a specific
cultural and social context, characterised in particular by neo-humanism, a cultural
conception, valorising knowledge as an organic unity, comprising mathematics and the
sciences as essential components;

e Consequently, mathematics became one of the three main disciplines in the Gymnasium
curriculum, with a comfortable number of weekly hours, and as a further consequence, the
stipulation to have at least two mathematics teachers at each Gymnasium;

e The mathematics teachers being formed at the level of scientists, they enjoyed high social
status, thanks to the neo-humanist spirit present in the Prussian culture;

e Since the Prussian territory was large, there were at the beginning ca. 90 Gymnasien — a
number steadily increasing -, entailing a permanent demand for teachers educated at the
universities (see Schubring, 1991).

Nevertheless, social changes in the other German states, mainly after the revolutionary period of
1848/49, induced structural reforms in their secondary school systems, too, and thus reforming their
universities and leading to an autonomy of mathematics and emergence of pure mathematics
research. Teacher education remained to constitute the essentially unique professional career
provided by mathematical studies at German universities until the 1940s at least. A second career
pattern, for mathematicians in industry and for research careers, the mathematics diploma, emerged
only in 1942.

Therefore, teacher education proved to be not due only to the Prussian case, as structural basis for
enabling institutionalised research contexts. This can be confirmed even by a rather extremely
different case: the emergence of research structures for mathematics in Brazil.

In fact, Brazil provides an extreme case. In this country, universities were founded only from the
1930s on. How had higher education functioned earlier on? It was basically institutionalised
according to the French model of écoles spéciales: separate faculties for law and medicine, and a
military academy, later complemented by polytechnic schools, for training engineers. Mathematics
was taught, yes, at higher education level, but only in these institutions for engineers — thus,
providing service courses, without proper study courses. And how could one become a mathematics
teacher at a secondary school (a colégio)? For a vacant position, interested people would have to
pass a concours, being prepared either autodidactically, or as a “collateral” effect of engineering
studies.
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Universities were founded in Brazil only from the 1930s on, due to changed social and cultural
conditions. And then, in the first two universities—the Universidade de Sdo Paulo (USP) and
Universidade do Distrito Federal (UDF), resp. the Universidade do Brasil (in Rio de Janeiro) —it
was the study course for the magistério, the teaching profession, within the equivalent of a
Philosophy Faculty, which enabled a “take-off” of practicing mathematical research.

The first university to be founded was the USP, in 1934. Its distinctive new feature was a Faculty,
which basically resembled the German Faculties of Philosophy: the FFCL—Faculdade de
Filosofia, Ciéncias e Letras—which constituted in fact the kernel of disciplinary development. The
founding decree of the USP, of 25 January 1934, in art. 5, § 1, stipulated the introduction of the
teaching licence for those trained to become teachers at secondary schools as the “licenca para o
magistério secundario”. The degree afforded studies of a scientific discipline at the FFCL and
accompanying pedagogical studies at the Institute of Education, attached to the Faculty. It is even
more revealing, that the statutes projected doctoral studies; for such studies, only students having
the licenciado diploma were mentioned to be admitted for an additional two years of studies (§ 12
of the decree).*V Hence, a direct continuation was established: studying for a teaching license, and
possible continuation for a doctorate.

At the UDF, founded in 1935 - it became later the likewise important Universidade Federal do Rio
de Janeiro -, there was also a new Faculty besides the integration of various former professional
schools, like the polytechnic schools, which was at first called Escola de Ciéncias. It had as its
principal function the formation of teachers for secondary schools. The § 25 of the founding
statutes, of 5 April 1935, attributed the function of providing study courses for the “candidato ao
professorado secundario das ciéncias” in four different courses: for teachers of mathematics,
physics, chemistry, and natural sciences. Doctoral studies were not yet instituted.

A research question which I am studying in this context is: what was the role of mathematics
teacher education in France, in the 19" century, for the development of research? Usually, one
credits France to have realised high levels of mathematical research, since about the period of
Descartes and the creation of the Academy of Sciences in Paris, in 1666. After the French
Revolution, this situation changed structurally, and it was quite different from Prussia and
Germany: there existed now four types of institutions with teaching mathematics at higher
education level:

e The Ecole polytechnique, founded in 1794. It provided high level mathematical teaching, but
not for forming in mathematics, but as preparatory studies for various engineering
professions.

e The facultés des sciences, founded in 1808/1810, serving basically at the beginning as
propaedeutic for the medicine faculties, and with a minor function for educating teachers,
but with courses not beyond the college level.

e The Ecole normale supérieure (ENS), founded in 1810. This institution should prepare, yes,
teachers for the secondary schools, but was in its first decades also not of a high level and
not dedicated to research.

e And there was the College Royal, founded in 1525, the only continuously functioning
institution. But it offered free lectures, without a professional compromise or deferring of
degrees — and an institution exclusively for teaching.

There was, in a parallel manner and in an independent structure, not connected to teaching, the
Institut, the transformed former Academy, charged with research. But it suffered increasingly
during the 19" century the often-discussed decline of science in France, which one can attribute, in
the case of mathematics, to the dominance of the Ecole polytechnique, with its focus on applications
and engineering, and to the weak structures of the science faculties. This tendency became reverted
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by the last third of the 19" century, due to the expansion of the education system: the facultés des
sciences succeeded in achieving a more independent status, and its professors were increasingly
good mathematicians. But it was in particular the ENS which transformed, from the 1880s, into an
institution forming highly qualified mathematics teachers, contributing decisively to now
strengthened research in mathematics, initiated by the doctoral theses of its graduates (see Gispert,
1989).

ELEMENTS AND ELEMENTARISATION

In this last part, | will discuss another pertinent issue for interfaces between mathematical
development and teaching: it is the notion of ‘element’ and of elementarisation of science.
‘Elementarisation’ here not means, as in common-day-language, trivialising knowledge, but to
reveal the basic essence of knowledge and to structure knowledge from its basic constituents. In
fact, the notion of element connects the development of mathematics and the modes of teaching
mathematics in a fundamental way. Since Euclid’s geometry textbook, the term ‘elements’
expresses the intention to give a systematic presentation of a mathematical theory, constructed from
its basic components. This notion of elements and of elementarisation has been introduced and
reflected in a paradigmatic manner during the Enlightenment, by d’Alembert (d’Alembert, 1755). It
became the basis of the great project of the French Revolution to elaborate livres élémentaires, to
realise this demand of the Enlightenment, to make scientific knowledge accessible for all, as the
basis for a rational mode in the society.

While thus fixing the state of knowledge of mathematics or of one of its branches for a certain time
and period, Felix Klein’s notion of elementarisation dynamises the notion, emphasising the various
stages where the meanwhile accumulated new results and branches led to a restructuration of the
bases, defining a renewed structure of elements — the new architecture achieved by Bourbaki
constituting a well-known case for textbooks (Bourbaki, 1948). It is incited by teaching and serving
for teaching that textbooks are contributing to the progress of mathematics.
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Resumen

El siguiente estudio describe una experimentacion llevada a cabo con estudiantes del Master
Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria de la especialidad en matematicas. Se han
disefiado unos modelos dinamicos de exploracion e ilustracion en GeoGebra para el estudio de
métodos que permiten aproximar el &rea de un segmento parabolico. La tarea de los futuros
docentes ha sido valorar la idoneidad del material para su implementacion en un aula de segundo
curso de Educacion Secundaria Obligatoria. Se detallan las actividades realizadas, las respuestas
dadas y los hechos y fenémenos didacticos observados.

Palabras clave: analisis didactico, idoneidad, GeoGebra, exploracion, ilustracion.
Abstract

This study describes an experimentation carried through with students of Master’s degree in
Secondary Education Teaching, speciality in mathematics. Explorative and illustrative dynamic
models in GeoGebra were designed to study different methods for approximate the area of a
parabolic segment. Master’s students have valuated the suitability of this tool before using it in a
class of Secondary second course. The study describes the activities that Master’s students have
made, their answers and the observed didactic phenomenon.

Keywords: didactic analysis, suitability, GeoGebra, exploration, illustration.
INTRODUCCION

El proceso de ensefianza-aprendizaje no se puede concebir sin unos medios materiales (libros de
texto, material fisico manipulativo y herramientas tecnoldgicas) que permiten al alumno adquirir
conocimientos. El docente es el encargado de escoger el material adecuado en cada situacion de
estudio, decisién que se apoya en el curriculo y su desarrollo en la programacién anual y en el
contrato didactico que se establece.

En el curriculo basico de cada etapa educativa destacan los objetivos a alcanzar y las competencias
que deben adquirir los alumnos en la etapa, asi como los criterios de evaluacién y los estandares de
aprendizaje que regulan la adquisicion de los contenidos fijados (MECD, 2015). De este modo, el
curriculo se puede definir como un conjunto de pautas que permite al profesor tener un criterio de
decision de los medios materiales que empleara en el aula. En otras palabras, el material empleado
en el proceso de ensefianza debe ser escogido con el fin de asegurar un aprendizaje funcional que
cumpla lo decretado en el curriculo.

Entre los diferentes medios materiales, el libro de texto todavia ocupa un lugar central dentro de los
recursos docentes (Mengual, Gorgorio y Albarracin, 2016). Los libros de texto contienen
definiciones de objetos matematicos, exposiciones de propiedades, algoritmos para la resolucion de
problemas y maultiples actividades para poner en préactica dichos algoritmos. Asi, son material de
referencia pertinente, ya que permiten una institucionalizaciéon homogénea del saber. Sin embargo,
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su uso exclusivo puede provocar que los conocimientos se adquieran de manera memoristica o por
repeticion de algoritmos.

La falta de razonamiento en la actividad matematica provoca la pérdida de la razén de ser en la
adquisicion de algunos conocimientos (Rojas y Sierra, 2018). En consecuencia, son cada vez mas
los profesores que proponen actividades adicionales que permiten el desarrollo de una competencia
operativa y discursiva (Godino, Batanero y Font, 2007). Dichas actividades adicionales se pueden
realizar con distintos recursos, tales como materiales fisicos disefiados con un fin didactico u
objetos del entorno o herramientas tecnoldgicas. En particular, los softwares dinamicos han
irrumpido con fuerza en la ensefianza y el aprendizaje de conceptos matematicos.

De esta manera, se establece una red de conexion entre el curriculo, los medios materiales y el
proceso de ensefianza (Figura 1). Los medios materiales son los recursos que se emplean en la
ensefianza para que los alumnos alcancen los objetivos y las competencias establecidas en el
curriculo. Aun asi, la labor del profesor no finaliza con facilitar dichos medios y proponer
actividades a los alumnos; el docente es el encargado de comprobar si los alumnos han logrado el
nivel académico pertinente.

Medios

materiales Proceso de

\.ensefianza /

[ Curriculo
N y

— Comprobar si se han alcanzado
las capacidades y objetivos
establecidos en el curriculo

Figura 1. Red de conexion entre el curriculo, los medios materiales y el proceso de ensefianza

Muchas investigaciones destacan la influencia del software en la préactica matematica. Por un lado,
influye en el razonamiento llevado a cabo por el alumnado a la hora de elaborar demostraciones
(Paulek y Dias, 2013); por otro lado, ayuda a superar problemas encontrados en situaciones
didacticas (Pastre y Bedretchuck, 2013); y, para terminar, es una herramienta adecuada para la
realizacion de representaciones ostensivas de los objetos matematicos (Lasa, Belloso y Abaurrea,
2016).

Teniendo en cuenta lo mencionado hasta el momento, se han disefiado actividades para que los
alumnos de segundo curso de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) aproximen el area de un
segmento parabolico mediante la construccion de figuras planas que cubran dicha superficie. Estas
actividades requieren, por un lado, manipulacion del software de geometria dindmica GeoGebra y,
por otro lado, responder a un cuestionario propuesto en papel.

El curriculo decreta como contenido en los primeros afios de la ESO el célculo de areas y
perimetros de figuras planas, asi como el céalculo de areas por descomposicion en figuras simples
(MECD, 2015). En los libros de texto de la ESO es habitual que, entre los contenidos que se
trasmiten respecto a las longitudes y areas, destaque el calculo de la longitud y del area de figuras
planas mediante la implementacion de formulas propiamente definidas para ello. De esta manera, la
ensefianza de dichos conocimientos se lleva a cabo, primero, con la presentacion de las formulas al
alumnado y, a continuacion, con la implementacion y repeticion de éstas en una coleccion de
actividades. Esta préactica conlleva el fendmeno definido por Rojas y Sierra (2018), la pérdida de la
razon de ser de algunos conocimientos matematicos y, en consecuencia, a que los alumnos no
adquieran, en este caso, el significado de longitud y area.

En contraposicidn a esa practica, las actividades disefiadas en GeoGebra pretenden que los alumnos
exploren y desarrollen razonamientos que les permitan llevar a cabo un aprendizaje significativo de
lo que supone el célculo de areas. De esta manera, se quiere evitar que el aprendizaje de estas
nociones se asocie solamente al estudio de formulas propiamente definidas para el célculo de la
medida mencionada.
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Antes de llevar a cabo las actividades en el aula de la ESO, se ha realizado un estudio previo con los
estudiantes del Master Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria de la especialidad de
matematicas. Este estudio tiene como objetivo que los alumnos del Méster analicen y valoren los
recursos materiales de las situaciones que se pretenden poner en marcha en la ESO, y para ello se
les ha planteado una serie de actividades que sirven para efectuar dicho andlisis didactico. Asi, la
investigacion que se recoge en las siguientes lineas pretende mostrar, y a su vez examinar, las
valoraciones de los alumnos del Méster, asi como exponer las acciones que llevan a cabo en la
resolucion de las tareas.

Primero se presenta el marco teorico de referencia y el método, después el material con el que se ha
llevado a cabo la investigacion y los resultados proporcionados por los alumnos del Master. El
documento finaliza con las conclusiones y cuestiones abiertas.

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Como referente de esta investigacion se considera el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la
instruccién matematicos (EOS) (Godino et al., 2007; Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007).
Entre los aspectos que desarrolla el EOS, la Teoria de la Idoneidad Didéctica es la que permite
orientar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Godino, 2013). De esta
manera, esta teoria describe las caracteristicas que debe tener una didactica orientada hacia la
intervencion efectiva en el aula.

La idoneidad didactica de un proceso de instruccion se define como la articulacién coherente y
sistémica de las siguientes seis componentes (Godino et al., 2007):

e Idoneidad epistémica. Evalla el grado de representatividad de los significados
implementados/pretendidos respecto al significado de referencia.

e Idoneidad cognitiva. Evalia el grado de cercania de los significados
implementados/pretendidos a la zona de desarrollo potencial de los alumnos y la proximidad
entre los significados personales logrados respecto a los implementados/pretendidos.

e Idoneidad interaccional. Evalua el grado de efectividad de las configuraciones y trayectorias
didacticas respecto a la identificacion de conflictos semioticos y respecto a la resolucion de
conflictos que surgen en el proceso de instruccion.

e Idoneidad mediacional. Evalla la adecuacion y la disponibilidad de los recursos materiales
y temporales que se necesitan para llevar a cabo el proceso de ensefianza-aprendizaje.

e Idoneidad afectiva. Evalla el grado de implicacion del alumnado en el proceso de estudio.

e Idoneidad ecoldgica. Evalla la adecuacion del proceso de estudio al entorno en el que se
desarrolla (sociedad, escuela, proyecto educativo, condiciones del entorno, etc.).

En esta investigacion se describe el analisis llevado a cabo por los alumnos del Méster sobre un
material disefiado en dos soportes (GeoGebra y “lapiz y papel”) para la aproximacion del area de un
segmento parabdlico. Esta propuesta de interactuar con dos soportes materiales viene motivada, en
parte, para evitar el fendmeno didactico de ilusion de la transparencia (Abaurrea, Lasa 'y Wilhelmi,
en prensa; Lasa y Wihelmi, 2013a). Este fenomeno se puede dar de dos formas: 1) Cuando el
docente s6lo se emplea la pizarra, y 2) Cuando s6lo se emplea el software de geometria dinamica.
Por un lado, los docentes que so6lo emplean la pizarra (o el “lapiz y papel”), debido al reducido
tiempo en cada sesion, buscan ejemplos prototipicos para describir nociones o presentar/demostrar
propiedades. La idea de realizar un detenido andlisis de un “ejemplo perfecto” puede llevar al
docente a creer que los alumnos entienden la propiedad y que son capaces de particularizarla a
cualquier caso. Por otro lado, la mera concatenacion de ejemplos ilustrativos en GeoGebra para
presentar/demostrar propiedades, puede hacer creer a los docentes que los alumnos asimilan la
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propiedad y que son capaces de construir un concepto o una propiedad Unica (proceso de
unitarizacion).

De este modo, la combinacién de ambos soportes y su “uso correcto” permite evitar la ilusion del
“ejemplo prototipico” o la ilusion de los “ejemplos exhaustivos”, permitiendo que los estudiantes
adquieran tanto medios deductivos (de lo general a lo particular) como inductivos (de lo particular a
lo general) (Abaurrea et al., en prensa).

En cuanto al uso de GeoGebra en los procesos de estudio, Lasa y Wihelmi (2013b) describen tres
momentos dentro de la actividad matematica: momento de exploracion, de ilustracion y de
demostracion. Los modelos dindmicos destinados a la exploracion (disefiados previamente por el
profesor) permiten a los alumnos manipular la construccion en GeoGebra y deducir propiedades. En
cambio, los modelos construidos para el momento de ilustracion presentan directamente la
veracidad de una propiedad dada mediante ejemplos concretos. En estos modelos dindmicos los
alumnos no deben llevar a cabo ninguna construccion, sino un razonamiento inductivo para concluir
una propiedad. Por ultimo, GeoGebra dispone de herramientas para demostrar deductivamente
algunas propiedades, reemplazando de esta manera las tradicionales demostraciones llevadas a cabo
paso por paso en la pizarra.

Tomar los recursos materiales, tanto fisicos como tecnoldgicos, como objeto de estudio de esta
investigacion hace que la descripcién de los resultados requiera de la identificacion de los
componentes e indicadores de la idoneidad mediacional. Tal y como resalta Godino (2013), la
tecnologia es una herramienta esencial para el aprendizaje matematico a dia de hoy. Permite
desarrollar la compresion de los estudiantes, aumentar el interés y acrecentar la competencia
matematica; todo ello si se hace un uso estratégico del recurso. Godino (2013) describe algunos
indicadores de idoneidad en el uso de recursos materiales.

e Los materiales manipulativos e informaticos deben permitir introducir buenas situaciones,
lenguajes, procedimientos y argumentaciones adaptadas al contenido pretendido.

e Las definiciones y propiedades que exponen deben estar contextualizadas y motivadas
usando situaciones y modelos concretos y visuales.

Estos indicadores tienen que estar muy presenten en el disefio de actividades, ya que la idoneidad de
los recursos materiales tiene influencia directa en los aprendizajes. Es por ello por lo que, en cada
discurso o actividad, el profesor debe emplear el material fisico o tecnoldgico que mas se ajuste a
los objetivos que quiere lograr. Ademas, para que el proceso de estudio se desarrolle correctamente,
es necesario que el profesor domine los recursos que emplea. En particular, el nivel de maestria de
los recursos tecnoldgicos influencia la calidad de la ensefianza.

El disefio de actividades en GeoGebra que permiten llevar a cabo momentos de exploracion e
ilustracion requiere un control de la herramienta avanzado. La construccion de modelos dinamicos
que posteriormente manejan los alumnos de ESO para concluir propiedades debe ser programada
previamente por el docente, al igual que los modelos ilustrativos. De esta manera, es imprescindible
que el docente esté capacitado para construir modelos en GeoGebra (instrumentalizacién de la
herramienta).

También se consideran determinantes en la idoneidad mediacional las condiciones ambientales de
clase, el ratio profesor/alumno y el tiempo asignado a la ensefianza y el aprendizaje (Godino, 2013).
Estos aspectos no van a ser analizados en este estudio piloto con estudiantes del Master, en un
contexto distinto al de la Educacion Secundaria. Por esta diferencia de contexto, el analisis se centra
exclusivamente en la idoneidad mediacional, que tendria que ser completada con el resto de las
dimensiones y su articulacion para la valoracion global de la idoneidad didactica en contextos
escolares.
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El método de analisis de los resultados es cualitativo por estudio de casos. La triangulacion se sigue
del andlisis relacional de los instrumentos utilizados (software y “lapiz y papel”), asi como con la
concatenacion de observaciones y la valoracion de su coherencia. El estudio es pues de validacion
interna, no buscando la generalizacion sino la determinacion de pautas que orienten protocolos de
actuacion tanto en la formacion de profesores como en la intervencion en aula con estudiantes de
ESO.

EXPERIMENTACION
Muestra

La muestra es intencional y se compone por ocho alumnos del Master Universitario en Profesorado
de Educacion Secundaria de la especialidad en matematicas, provenientes de distintas titulaciones
universitarias cientifico-técnicas (solo dos de ellos son graduados en matematicas). Todos ellos han
tenido una formacion previa de Geometria plana en una asignatura del Master y una formacion
elemental de GeoGebra. En cuanto a cuestiones didacticas, tienen informacion especifica respecto a
la idoneidad y a la pertinencia de los recursos materiales que se deben emplean en situaciones
didacticas debido a que a lo largo del Master han llevado a cabo distintas actividades para la
valoracion de medios materiales.

Proceso de estudio

Tal y como se menciona en secciones anteriores, el experimento pretende que los alumnos del
Maéster valoren una serie de actividades que se han disefiado para el calculo del &rea de un segmento
parabdlico. Dichas actividades requieren la resolucion de tareas con GeoGebra y la realizacion de
cuestiones en papel. De esta manera, para el disefio de applets y tareas en soporte papel-lapiz que se
pretenden aplicar en 2° de la ESO, se han tenido en cuenta aspectos curriculares y cientificos. Por
un lado, se toma en consideracion la adecuacion de las actividades a las capacidades de estudiantes
de 2° ESO. Asi, se propone el célculo del area de un espacio comprendido entre dos funciones en un
dominio que no se puede calcular con poligonos elementales (ver Figura 2), siendo los métodos de
aproximacion al area los Unicos posibles para los conocimientos de los estudiantes de la etapa. Por
otro lado, se atiende a aspectos cientificos relativos a los momentos de utilizacion de los sistemas
dindmicos para el disefio de los medios materiales (Lasa y Wilhelmi, 2013b). Asi, se han disefiado
los applets de exploracién e ilustracién que permiten a los alumnos construir paulatinamente el
conocimiento.

La investigacion se ha llevado a cabo en una sesion de dos horas en el aula de informética y las
actividades que han realizado los futuros docentes se dividen en tres entregas separadas. Las
primeras dos actividades corresponden a la primera entrega; las actividades tres y cuatro a la
segunda entrega y las Gltimas cuatro actividades pertenecen a la tercera entrega. Las actividades son
lineales en el tiempo, es decir, no se dispone del enunciado de actividades posteriores hasta que no
se finalicen las previas, para asi evitar el uso de conocimientos que puedan aparecer en entregas
posteriores.

En todas las entregas se requiere el uso de dos soportes: GeoGebra y “lapiz y papel”. Por un lado,
los alumnos del Master tienen que realizar ellos mismos construcciones en GeoGebra y deben
analizar varios applets GeoGebra disefiados para la actividad que se pretende llevar a cabo en un
aula de segundo de la ESO. Por otro lado, ademas de realizar la resolucion de algunos problemas, se
les pide reflexionar acerca de la idoneidad de los modelos dinamicos en un cuestionario en papel.

Las actividades de la primera entrega buscan que los alumnos del Master construyan un modelo que
presentarian a estudiantes de ESO como una posible forma de cubrir la superficie de un segmento
parabdlico para asi poder aproximar su area. Mientras que la primera actividad pretende que lo
hagan a mano alzada en papel (ver Figura 2), en la segunda actividad se les pide que lo construyan
en GeoGebra.
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1. iDeguémanera se puede cubrir esta superficie de manera gue nos facilite el cdlculo de su drea? Construye a
mano alzada una posible solucian,

Figura 2. Actividad 1

En cuanto a las actividades de la segunda entrega, se les presenta una construccion (ver Figura 3) de
ilustracion en GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/nyudzpxq) que se podria ensefiar en el aula
de ESO como una posible solucion de la actividad 1. La labor de los alumnos del Master es
comparar dicho modelo con el propuesto por ellos (actividad 3), asi como discutir su idoneidad y
razonar por qué creen que se ha optado por construirlo de esa manera (actividad 4).

Figura 3. Propuesta que se les presentara a los alumnos de la ESO

Para terminar con las posibles formas de cubrir el segmento parabdlico, se presenta una actividad
que pretende que los alumnos, mediante la exploracion de un applet GeoGebra, descubran el
modelo propuesto por Arquimedes para la aproximacion del &rea del segmento parabdlico
(https://www.geogebra.org/m/jtzysrsv). En las actividades de la tercera entrega se informo a los
alumnos del Master que debian discutir la pertinencia de este applet en base al curriculo de la ESO,
es decir, teniendo en cuenta las capacidades del alumnado de 2° de la ESO (Figura 4).

5. &Qué opinas sobre el uso de este applet en la Educacion Secundaria? éSerian los alumnos capaces de
completarlo? ¢ Qué responderian?

6. Compara el método de Arquimedes por el propuesto por vosotros e indica cudl crees que es mas adecuado
para la ensefianza en la ESO.

Figura 4. Actividades de la tercera entrega

El modelo de Arquimedes cubre la superficie mediante triangulos. Primero construye el triangulo
de mayor area posible que queda dentro del segmento parabolico y repite esta practica en los
espacios “vacios”. De esta manera, mediante la construccion paulatina de los mayores triangulos
posibles, cubre toda la superficie. A pesar de que los alumnos de ESO puedan encontrar estos
triangulos mediante ensayo-error, al final de la tercera entrega se propone a los alumnos del Master
identificar dichos triangulos con métodos algebraicos. Maximizar la funcion distancia entre un
punto de la parabola y la recta permite hallar el tercer vértice del triangulo.

RESULTADOS

En este apartado se describen las acciones llevadas a cabo por los alumnos del Master a lo largo de
las actividades de las tres entregas.

Los modelos construidos en la primera entrega reflejan que cuatro de los ocho estudiantes indican
que el uso combinado de triangulos y rectangulos es la mejor opcion. Aun asi, como se aprecia en la
Tabla 1, sus propuestas difieren en la colocacion y orientacion de los poligonos. Otra construccion
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distinta es la que sugieren los estudiantes 7 y 8. Estos estudiantes cubren el segmento parabolico
con una coleccion de rectas verticales (paralelas entre si), construyen cuadrilateros desde la base del
segmento parabdlico hasta la pardbola. En tercer lugar, un alumno cubre el segmento parabdlico
con triangulos (Tabla 2) y, por ultimo, un estudiante cubre el segmento parabdlico con un circulo
que ocupa la mayor parte de la superficie y por tridngulos que pretenden cubrir los espacios vacios
(Tabla 2).

Tabla 1. Propuestas de los alumnos del Méaster que emplean triangulos y rectangulos

Estudiante 1. Toma la base del segmento paraboélico para construir el
rectangulo de mayor altura posible que queda dentro de la superficie y
cubre el espacio vacio que queda a la izquierda de este primer rectangulo
con un triangulo. A continuacion, repite el método tomando como base
uno de los lados del primer rectdngulo. Una vez terminada la
construccién, menciona que el area aproximada del segmento parabdlico
se obtiene mediante la suma de las areas obtenidas en el modelo.

Nota. A pesar de que visualmente este modelo ilustrativo parezca
correcto, uno de los vértices del primer rectangulo no esta anclado, por
lo que al moverlo, toda la construccion se modifica. Este es un claro
signo de falta de dominio de GeoGebra (problema de
instrumentalizacion).

Estudiante 2. Deja a un lado la base del segmento parabdlico y toma un
segmento horizontal como base de los rectangulos. Mediante rectas
perpendiculares y paralelas construye varios rectangulos en posicion
vertical. A continuacién, haciendo uso de las posibilidades que da
GeoGebra y tomando como referencia los vértices de los rectangulos,
construye dos poligonos que acotan superior e inferiormente la
superficie. Por Gltimo, a estos poligonos les resta el area del triangulo
que queda fuera del segmento parabolico (triangulo inferior que se
genera al tomar la base horizontal). De esta manera, obtiene la
aproximacién del area por exceso y por defecto.

Nota. En esta construccion todos los puntos estan anclados y, por tanto,
su modificacion en una figura semejante se hace de forma solidaria.

Por exceso: 12.1896-2.3098=9.8797cm?
Por defecto 8.4416-2.3098=6.1318cm?
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Estudiante 3. Todos los poligonos que construye quedan dentro del
segmento parabdlico, pero empieza construyendo un triangulo que le
permite tomar una base horizontal en la construccion de los rectangulos.
Ademas, se vale de la simetria para la aproximacion del area. Tal y como
se puede apreciar, no ve necesario completar la parte de la construccién
gue gqueda en blanco, ya que es simétrica a la parte derecha, por lo que su
area sera la misma. Una vez terminada la construccion, menciona que el
area aproximada del segmento parabélico se obtiene mediante la suma
de las &reas obtenidas en el modelo.

Nota. En esta construccion todos los puntos estan anclados y, por tanto,
su modificacion en una figura semejante se hace de forma solidaria.

Estudiante 4. Al igual que el estudiante 2, toma un segmento horizontal
que le permite construir rectangulos de base horizontal. Mediante rectas
paralelas y perpendiculares construye rectangulos, pero a diferencia del
estudiante 2, todos los rectangulos que construye quedan dentro del
segmento parabdlico, por lo que hace uso de tridngulos en los laterales.
Una vez obtiene el &rea de los triangulos y rectangulos, emplea la misma
técnica que su compafiero: resta al area total el area del triangulo inferior
(triangulo rojo) ya que queda fuera del segmento parabdlico.

Nota. En esta construccion todos los puntos estan anclados y, por tanto,
su modificacion en una figura semejante se hace de forma solidaria.
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Tabla 2. Propuestas de los alumnos del Master que difieren de las deméas construcciones

Estudiante 5. Primero representa la mediatriz de la base
del segmento parabdlico, y la interseccion de esta
mediatriz con la pardbola proporciona el tercer vértice
del tridngulo. La reiteracion de esta técnica le permite
cubrir la mayor parte de la superficie. Una vez terminada
la construccion, menciona que el area aproximada del
segmento parabdlico se obtiene mediante la suma de las
areas obtenidas en el modelo.

Este alumno presenta un gran dominio de GeoGebra ya
que ademés de representar una construccion invariable,
introduce casillas de control. Haciendo clic encima de la
casilla de cada tridngulo el modelo dindmico
proporciona su area.

Estudiante 6. Tanto el circulo como los tridngulos
estdn construidos a mano alzada y sin ningln otro
criterio mas que no superar la superficie del segmento
parabdlico.

Ningun punto esté& anclado, por lo que la construccion se
descuadra facilmente provocando que no se ajuste a la
superficie inicial. Por lo tanto, se puede concluir que este
estudiante no tiene un gran dominio de la herramienta
(problema de instrumentalizacion).

En cuanto a las actividades de la segunda entrega, los estudiantes debian comparar sus construcciones
con el modelo ilustrativo que aparece en la Figura 3 y valorar la construccién dada. A pesar de que
nadie habia disefiado exactamente el mismo applet, todos los estudiantes (incluidos los que no han
empleado triangulos y rectangulos en su construccion) describen la técnica del modelo ilustrativo
dado como visual y sencilla, debido a que emplea poligonos cuyas areas saben calcular los alumnos
(Tabla 3). Asi, estiman que el contenido se ajusta a las capacidades del alumnado de la ESO. Por
tanto, se cumplen los indicadores para la idoneidad mediacional, por lo que el applet de la Figura 3 se
considera un medio adecuado para trabajar la aproximacion del area del segmento parabdlico.

Tabla 3. Propuestas de los alumnos del Master al analisis del modelo dinamico de la Figura 3
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&A?er Rce -

Ademas, los estudiantes 1, 3, 4 y 5 consideran oportuno el uso de casillas de control. Dichas casillas
permiten representar paulatinamente los triangulos, los rectangulos y sus correspondientes alturas y
areas. En palabras de los estudiantes, visualizar y esconder los poligonos permite comprender mejor
el problema y permite que los alumnos puedan descubrir poco a poco la resolucion del problema, sin
ver el resultado completo directamente (ver Tabla 4).

A pesar de valorar positivamente el modelo dinamico de la Figura 3, hay que destacar que el
estudiante 5 considera que los poligonos “salgan™ del segmento parabolico puede ser origen de un
conflicto cognitivo para el alumnado de ESO.
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Tabla 4. Comentarios sobre las casillas de control
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Estudiante 4

En la tercera entrega los estudiantes discuten acerca del uso del método de Arquimedes en segundo
de la ESO. Las respuestas revelan que, en su opinién, los applets que emplean rectangulos y
triangulos son mas intuitivos para los alumnos de la ESO. Aun asi, a pesar de que el método sea
méas complejo, consideran que la exploracion con el applet GeoGebra y la cumplimentacion del
cuestionario que se pretenden proponer a los alumnos de la ESO, permitiran que estos alumnos
identifiquen que el método (Tabla 5).

Tabla 5. Comentarios sobre el método de Arquimedes
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SINTESIS, CONCLUSIONES Y CUESTIONES ABIERTAS

La investigacion pretende, por un lado, mostrar la evaluacién realizada por futuros docentes sobre
la idoneidad de los recursos materiales que se van a emplear con alumnos de segundo de la ESO
para el calculo del area de un segmento parabodlico y, por otro, exponer las propuestas de los
alumnos del Méster para cubrir la superficie mencionada.

Los alumnos del Master de profesorado, entrenados para ser futuros docentes, durante su formacion
académica han evaluado varias situaciones de ensefianza que se podrian plantear en la ESO. Por
eso, ellos han sido los encargados de realizar la evaluacion de los recursos materiales y entre sus
aportaciones destacan las siguientes ideas.

Primero, tal y como se detalla en el texto y en la Tabla 2, la mitad de la clase no ha realizado una
composicion con tridngulos y rectangulos para aproximar el area del segmento parabdlico; pero,
aun asi, tras manipular el applet que aparece en la Figura 3 (modelo ilustrativo), todos consideran
que ese método es adecuado para realizarlo en la ESO.

Los futuros docentes observan que la composicion del segmento parabdlico con tridngulos y
rectangulos permite cubrir con gran precision la superficie. Asi, la idoneidad cognitiva,
epistemoldgica y ecoldgica de la tarea es alta para su implementacion en 2° de la ESO dado que los
poligonos que se emplean son figuras conocidas para los alumnos de esta etapa y, ademas, estan
familiarizados con su area (Tabla 3).

Para finalizar, en relacion a trabajar la técnica de Arquimedes en el aula de la ESO, los estudiantes
del Master consideran que se trata de una técnica mas compleja en comparacion con el uso de
triangulos y rectangulos. Aun asi, los modelos dinamicos de exploracion servirdn como herramienta
para la comprension de la técnica ya que se ajustan a las capacidades del alumnado de la ESO. En
conclusion, el modelo de exploracion es una herramienta idonea que permite llevar a cabo
razonamientos adaptados al contenido pretendido.
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Entre los disefios que han propuesto los estudiantes de Master, destaca la construccion del
estudiante 2, que realiza la aproximacién mediante acotacion superior e inferior. Esta técnica no
encaja con los usos escolares, que privilegian las aproximaciones “por defecto”. Asi, por ejemplo,
en general se dice que “8 dividido entre 3 es 2 y sobran 2” y rara vez que “8 dividido entre 3 es 3 y
falta 1”. También, cuando se aproxima el nimero =, se utiliza 3,1415 (truncamiento) en lugar de
3,1416 (redondeo). En ambos ejemplos, la aproximacion “por exceso” es mejor que la usualmente
utilizada “por defecto”. De esta forma, la técnica empleada por el estudiante es “experta” y exige en
la formacion del profesorado un andlisis de su pertinencia y de las limitaciones escolares para su
desarrollo, si no se quiere incurrir en un fendmeno de ilusion de la transparencia.

Este estudio deja pues una cuestion abierta en relacion con el método de aproximacion por exceso y
por defecto. ;Como influye la aproximacion por defecto y exceso en la practica matematica? ;Qué
tipo de actividades se pueden proponer que contribuyan a una construccion paulatina de técnicas de
aproximacion que anticipen los procesos analiticos de acotacion? Aqui hay un reto fundamental, el
paso del progreso algebraico “por equivalencias sucesivas” al progreso analitico “por pérdida
paulatina de informacién”; progreso que estd relacionado con el concepto basico de igualdad
(Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007).
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LA REPRESENTACION DE PATRONES EN EDUCACION
INFANTIL: UNA PRIMERA APROXIMACION CON ALUMNOS
DE 4 ANOS

Pattern representations in Early Childhood Education: a first approach with
four-year-old children

Acosta, Y.y Alsina, A.
Universitat de Girona

Resumen

El objetivo de este estudio es realizar una primera aproximacion a la representacion de patrones en
las primeras edades, partiendo de la base de que una representacion matematica es una sefal
externa que muestra y hace presente un concepto matematico. Se han analizado las representaciones
de patrones de 23 alumnos de 4-5 afios en contextos de vida cotidiana, materiales manipulativos y
juegos. Los primeros resultados indican que: 1) globalmente, mas de la mitad de los participantes
representaron correctamente los patrones; 2) utilizan basicamente dos sistemas de representacion,
grafica y simbdlica, pero con un claro predomino del primer tipo (mas del 70%). Se concluye que la
exposicién a una variedad de patrones en diferentes contextos, junto con el papel del docente como
guia que anima a los alumnos a justificar, transferir y representar los patrones, son componentes
cruciales en la accion de representar, generalizar e iniciar el pensamiento algebraico.

Palabras clave: Educacién matematica infantil, pensamiento algebraico, patrones, representacion
matematica, tipos de representacion.

Summary

The objective of this study is to make a first approximation to the pattern representations in the first
ages, starting from the base that a mathematical representation is an external signal that shows and
makes present a mathematical concept. Through a design-based research, the pattern
representations of 23 children of 4-5 years old have been analyzed in contexts of daily life,
manipulatives and games. First results indicate that: 1) globally, more than half of the participants
have correctly represented the patterns; 2) basically they use two systems of representations,
graphic and symbolic, but with a clear predominance of the first type (more than 70%). It is
concluded that exposure to a variety of patterns in different contexts, together with the role of the
teacher as a guide that encourages students to justify, transfer and represent the patterns, are
crucial components in the action of representing, generalizing and initiating algebraic thinking.

Keywords: Early childhood mathematics education, algebraic thinking, patterns, mathematical
representation, types of representation.

INTRODUCCION

Diversos estudios constatan que los patrones proporcionan una base que es esencial para el
desarrollo del pensamiento algebraico y que contribuyen en el desarrollo general de la
representacion matematica y de la abstraccion (National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2003; Papic, 2007; Papic y Mulligan, 2005). Desde este prisma, resulta evidente que los
patrones van mas alla de un mero contenido, ya que se configuran como un proceso, una capacidad
y habilidad para buscar regularidades y estructuras matematicas (Clements y Sarama, 2015).

Acosta, Y.y Alsina, A. (2019). La representacion de patrones en Educacion Infantil: una primera aproximacion con
alumnos de 4 afios. En J. M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-Escolano y A. Alsina (Eds.), Investigacion en
Educacién Matematica XXIII (pp. 153-162). Valladolid: SEIEM.
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A pesar de la importancia de este conocimiento matematico, por lo general son pocos los estudios
que hasta el momento han analizado las producciones acerca de los patrones de los alumnos de
Educacion Infantil (Perry y Dockett, 2008). Los que se han centrado en estas edades principalmente
han focalizado sus analisis en determinar queé tipos de patrones identifican los nifios de las primeras
edades, como es el caso de la trayectoria de aprendizaje sobre patrones de Clements y Sarama
(2015) o bien el estudio mas reciente de Rittle-Johnson, Zippert y Boice (2019), en los que se
concluye que primero aprenden a trabajar con patrones simples del tipo AB y luego aprenden a
identificar patrones con tres y cuatro unidades (patrones ABB y AABB).

En Acosta y Alsina (2018), ademas de verificar estos datos, se ha aportado también un itinerario
didactico para la ensefianza de los patrones en las primeras edades. Se asume que la palabra
“itinerario” se refiere a una secuencia de ensefianza intencionada que contempla tres fases: 1)
Ensefianza en contextos informales: la ensefianza del contenido matematico se inicia en situaciones
reales o realistas de los nifios, como por ejemplo su entorno inmediato, o bien materiales
manipulativos y juegos, en los que el conocimiento de la situacion y las estrategias se utilizan en el
contexto de la situacién misma apoyandose en los conocimientos informales, el sentido comdn y la
experiencia; 2) Ensefianza en contextos intermedios: la ensefianza del contenido prosigue en
contextos que hacen de puente entre los contextos reales o realistas de la fase previa y los contextos
formales de la fase posterior, como, por ejemplo, algunos recursos literarios (cuentos y canciones) y
tecnoldgicos (Applets, robots educativos programables, etc.), que a través de la exploracion y la
reflexion conducen a la esquematizacion y generalizacion progresiva del conocimiento matematico;
3) Ensefianza en contextos formales: la ensefianza del contenido finaliza en contextos gréficos,
como por ejemplo el lapiz y el papel, en los que se trabaja la representacion y formalizacion del
conocimiento matematico con procedimientos y notaciones convencionales (Alsina, 2019).

Con base a ello, el propoésito de este nuevo trabajo es realizar una primera aproximacion sobre la
representacion de patrones, al tratarse de un conocimiento que permite asignar significados y
comprender las estructuras matematicas (Radford, 1998). En este sentido, se ha llevado a cabo un
estudio con 23 alumnos de 4-5 afios cuyo objetivo ha consistido en analizar si son capaces 0 no de
representar patrones en contextos informales de ensefianza (situaciones de vida cotidiana,
materiales manipulativos y juegos) y, en caso afirmativo, determinar qué tipo de representaciones
utilizan.

La representacion como proceso matematico

Marti y Pozo (2000) sefialan que uno de los retos mas significativos de nuestra cultura es la
comprension y uso de los diferentes sistemas externos de representacion, puesto que de ello
depende que las personas sepan leer y escribir o realizar operaciones aritméticas, por ejemplo. En
este sentido, Marti (2003) establece que la construccion de los sistemas de representacion se
extiende, en las culturas occidentales, desde los 2-3 afios hasta los 9-10 afios aproximadamente, y
distingue las notaciones como objetos graficos y como objetos semidticos. Este autor sefiala que,
desde el punto de vista grafico, en primer lugar, es imprescindible diferenciar los sistemas
figurativos (dibujos, imagenes) de los sistemas arbitrarios (especialmente escritura y numerales
escritos). Pérez-Echeverria, Marti y Pozo (2010) sefialan que la consideracion de objetos semidticos
supone explicitar parte de las relaciones entre una notacién y otros componentes del sistema, es
decir, la sintaxis de cada sistema representacional, y por ello implicaria una mayor complejidad
funcional, por lo que deberia ser posterior en el aprendizaje y el desarrollo.

La representacion matemadtica, en su sentido amplio, se entiende como “todas aquellas
herramientas, ya sean signos o graficos, que muestran la presencia de conceptos y procedimientos
matematicos con las cuales se abordan y se plasman conocimientos matematicos” (Rico, 2009, p.
3). Desde esta perspectiva, se considera un proceso que permite ordenar, registrar, comunicar ideas
y que, ademas, ayuda a reconocer la naturaleza matematica comun de situaciones distintas (NCTM,
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2003). Por esta razon, Alsina (2016) sefiala que la representacion de las ideas y procedimientos
matematicos es un proceso indispensable para poder aprender, de manera que Si nho hay
representacion no hay comprension, y sin comprension no puede haber aprendizaje de las
matematicas.

Para Freudenthal (1991), el desarrollo progresivo de la representacion de las ideas y procedimientos
matematicos va de lo concreto a lo abstracto, de manera que puede tener formas diversas, por
ejemplo, a través de objetos fisicos, el lenguaje natural, dibujos y simbolos convencionales. En este
sentido, se respeta y favorece su proceso de adquisicion cuando se fomenta por ejemplo que las
primeras representaciones sean concretas, a partir de objetos o dibujos y usando el lenguaje natural;
posteriormente pictdricas, usando tablas o diagramas; y finalmente convencionales, usando
simbolos abstractos. Aunque el desarrollo de la representacion vaya de lo concreto a lo abstracto, en
términos generales el proceso de ensefianza-aprendizaje no es unidireccional sino bidireccional, es
decir, de lo concreto a lo abstracto y de lo abstracto otra vez a lo concreto, aunque la finalidad sea
siempre la misma: aprender (y sobre todo comprender) el simbolo que representa un objeto, una
situacion o una idea matemaética. Tal y como afirma Pecharroman (2013, p. 124),

La primera representacion se crea desde el contexto en el que se descubre el objeto como medio de
expresion de la funcionalidad que representa y sus propiedades. La creacién de la representacion esta
dirigida, fundamentalmente, por la funcién organizativa que se quiere expresar, y depende de la
naturaleza del contexto en el que se descubre el objeto y del conocimiento que existe de ese
contexto.

A través de las interacciones con las diferentes representaciones, con el maestro y con el resto de
alumnos, éstos desarrollan sus propias imagenes mentales sobre las ideas matematicas, que son las
que permiten avanzar en el aprendizaje. Ademas, la adquisicion progresiva de la representacion de
las ideas y procedimientos matematicos aumenta la capacidad para modelar e interpretar fenGmenos
fisicos, sociales y matematicos. En otras palabras, permite hacer modelos e interpretar la realidad
(NCTM, 2003).

La gran mayoria de estudios que han abordado el andlisis de las representaciones de las ideas
matematicas en las primeras edades se han centrado en la notacién convencional de los nimeros
(para una revision, consultar Alsina y Llach, 2012, y Llach y Alsina, 2012) o las formas
geométricas (Berciano, Novo y Alsina, 2017). En estos estudios se ha puesto de manifiesto que las
representaciones que usan los alumnos menores de 6 afios pueden ser en forma de dibujos,
diagramas, lenguaje oral o escrito, gestos, simbolos, o incluso con objetos fisicos.

Desde este prisma, se asume la clasificacion de Rico (2009), quien indica que dentro de los modos
convencionales de representacién es usual distinguir dos grandes familias de sistemas:
representaciones simbdlicas y representaciones gréficas. Entre las primeras se encuentran las
representaciones de caracter alfanumérico, y entre las segundas las de tipo figurativo.

Con base a estas consideraciones, el objetivo de este trabajo es analizar si los alumnos de 4-5 afios
son capaces 0 no de representar patrones en contextos informales de ensefianza (situaciones de vida
cotidiana, materiales manipulativos y juegos) y, en caso afirmativo, determinar qué tipo de
representaciones utilizan.

DISENO Y PROCEDIMIENTO

Nuestro estudio se enmarca dentro de una investigacion basada en el disefio (Design-based research
[DBR]) donde se conecta la investigacion tedrica con la practica de aula para asi poder ofrecer un
proceso de ensefianza-aprendizaje coherente y significativo (Cotton, Lockyer y Brickell, 2009;
Design-Based Research Collective, 2003). En esta conexion el investigador se convierte en un actor
participante de la dinamica de un contexto real, para asi desde la reflexion y la accion contribuir a
un enriquecimiento de la praxis docente.
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En la Figura 1 se presenta un diagrama de flujo donde se muestran las fases que se han tenido en
cuenta durante el proceso metodoldgico de nuestro estudio.

< > Validacion a través del
juicio de expertos

Disefio de la
intervencion

Implementacidn
S practica en un contexto
natural de aprendizaje

Redisefio de la propuesta
a partir de la reflexion

Andlisis de las
evidéncias
recogidas

Figura 1. Diagrama de flujo sobre los aspectos metodoldgicos que orientan la investigacién

El disefio de la intervencion se ha llevado a cabo a partir de las orientaciones tedricas y didacticas
que fundamentan nuestro estudio y de las valoraciones obtenidas a traves del juicio de 8 expertos en
relacion a las actividades propuestas. La intervencion se ha realizado en un aula de Educacion
Infantil de un centro publico de Girona (Espafia). El grupo consta de 23 alumnos, 11 nifios y 12
nifias, siendo la edad media de 4 afios y 8 meses. En general, los participantes presentan un nivel
madurativo 6ptimo que se adecua a su edad evolutiva. Se ha seleccionado este grupo por las
facilidades de acceso y por el tipo de metodologia que se aplica en el aula, que se basa en el trabajo
por proyectos (situaciones de vida cotidiana), el uso de materiales manipulativos y juegos,
principalmente.

En la Tabla 1 se presentan las seis actividades en contextos informales de ensefianza que han sido
validadas previamente por expertos, y cuya finalidad consiste en identificar, representar y leer
patrones matematicos presentes en los distintos contextos de ensefianza-aprendizaje informales:
situaciones de vida cotidiana, materiales manipulativos y juegos.
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Tabla 1. Actividades en contextos informales de ensefianza

A través de Google Maps se visualizan diferentes calles de nuestra
ciudad y se solicita a los alumnos que identifiquen seriaciones de
elementos. A partir de buenas preguntas, se les invita a fijarse en
las fachadas de casas, edificios y comercios. Una vez identificadas
las seriaciones, de manera conjunta, se representan los respectivos
patrones utilizando cartulinas de colores.

Se muestra una imagen de un enjardinado con una seriacién de
distintos arbustos que sigue un patron (AB) y, a través del didlogo,
se invita a los alumnos a describir como estan colocados los
arbustos, con la mirada puesta en analizar el patrén. Finalmente se
les propone representar dicho patron con plastilina.

a) Situaciones de vida cotidiana

Se propone a los alumnos crear seriaciones con las piezas del
Pattern Blocks (Geomosaico), siguiendo el patrén gque se indica en
unas tarjetas: (AB), (AAB) o (ABB).

Se ponen a disposicion de los alumnos cartulinas plastificadas con
seriaciones diversas. Se les invita a extender el patron para
completar cada seriacién con la ayuda de pinzas de ropa de
colores.

b) Recursos manipulativos

Se plantean dos juegos motrices para promover la anticipacién de
hechos a partir de la interiorizacion de la secuencia presente en dos
canciones. Se valora sobre todo la capacidad de los alumnos para
anticipar acciones e identificar el patron presente en las normas del
juego.

c) Recursos
ludicos

A través del registro audiovisual de las sesiones desarrolladas, del diario de campo y de las
producciones elaboradas por los alumnos se analizan en diferido las evidencias obtenidas, con el
propdsito de determinar si los participantes en el estudio son capaces 0 no de representar patronesy,
en caso afirmativo, determinar qué sistemas de representacion usan, de acuerdo con los objetivos de
nuestro estudio. Ademas, los datos obtenidos se van a utilizar posteriormente para redisefiar, si es
necesario, estrategias didacticas y metodoldgicas que permitan una optimizacion y mejora del
proceso de ensefianza-aprendizaje de los patrones en general y de la representacion en particular.
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RESULTADOS

En las siguientes lineas se exponen, en primer lugar, los resultados globales acerca de las
producciones realizadas por los participantes en el estudio y, en segundo lugar, los tipos de
representaciones usadas.

RESULTADOS GLOBALES

Grafico de barras

Tipo_de_respuesta

M comrecta
B con algun error
Oincorrecta

m-

FRECUENCIAS

Sttuaciones de vida Recursos Manipulatives Recursos ldicos
cotidiana

Categorias

Figura 2. Resultados globales en los tres contextos de ensefianza informales.

En la Figura 2 se observa el nimero de producciones correctas, con algun error e incorrectas sobre
una media de 42 producciones en cada contexto de ensefianza, correspondientes a las dos
actividades que han realizado los participantes en cada contexto. En el contexto “situaciones de la
vida cotidiana”, 28 producciones han sido correctas, 1o que representa el 66,7% del total de
representaciones realizadas por los alumnos en este contexto, frente al 9,5% con algun error vy al
23,8% incorrectas. En relacion con el contexto “recursos manipulativos”, el 51,2% de las
producciones de los alumnos son correctas, el 12,2% presenta algun error y el 36,6% son
incorrectas. Finalmente, se aprecia que en el contexto de “recursos ludicos” el 40,9% de las
evidencias obtenidas son correctas, un 22,7% presenta algun error y el 36,4% restante son
representaciones incorrectas.

A partir de estos datos iniciales, a continuacién, se ha analizado qué tipos de representaciones
utilizan los alumnos de 4 afios, siguiendo la clasificacion de Rico (2009). Para realizar este segundo
analisis, se han considerado exclusivamente las representaciones correctas.
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Tabla 2. Tipos de representaciones usadas en las producciones correctas

~ o Representacion Representacion
Contexto de ensefianza-aprendizaje e . . LA -
gréfica (figurativas) simbolica (alfanuméricas)
Situacidn de vida cotidiana 20 (71,4%) 8 (28,6%)
Recursos manipulativos 18 (72%) 7 (28%)
Recursos ludicos 13 (72,2%) 5 (27,8%)
Total 51 (71,8%) 20 (28,2%)

De acuerdo con la informacion que se muestra en la Tabla 2, se observa una presencia muy superior
de representaciones graficas que simbolicas, destacando un porcentaje relativo del 71,8% de tipos
gréafico frente a un 28,2% de simbolicas.

A su vez, también se aprecia que el mayor porcentaje de representaciones simbolicas se realizan en
el contexto “situacion de vida cotidiana”.

Finalmente, en la Tabla 3 se muestran algunas evidencias sobre ambos tipos de representaciones en
los distintos contextos de ensefianza informales: situaciones de vida cotidiana, materiales
manipulativos y juegos.

Tabla 3. Evidencias de algunos tipos de representaciones obtenidas en cada contexto

Contexto  Representaciones graficas Representaciones simbélicas

Alumno 1: “Yo pongo la letra de Ona (O) y la mia (A)
para escribir la seriacion”.

Situacion de vida
cotidiana

Representacion con dibujos del patrén
“amarillo-rojo” (AB) identificado en un
toldo (Actividad 1).

Representacién con letras (OA) de una seriacion de
arbustos que sigue un patrén (AB)
(Actividad 2)

nlna%ﬂﬂﬂﬂ{@/me
Uoo\ov\W) AR

P

Alumno 2: “Mi tarjeta pone una pieza azul y
dos verdes”.

Docente: Entonces, ¢qué significa tu
representacion?

Alumno 2: “Un palo una pieza azul, dos
bolitas las verdes”.

7. .8 [N

Alumno 3: “Yo tengo dos pinzas verdes y una rosa, dos
verdes y una rosa, dos verdes y una rosa...”

Docente: ¢Cuantas veces has representado tu seriacion?
Alumno 3: Aqui con rectangulos, aqui con palos y aqui
con las letras de mi nombre.

Recursos manipulativos

Representacion con dibujos (palos y bolas)

del patron (ABB) de una seriacién realizada R taci6 dibui | .
con piezas del material Pattern Blocks fiﬁg{ris::tfcézﬂ Ie(t:?ans dell Lzlijt(r)(?)n ),/AAFI)E? 0S  Primero -y,
(Actividad 3) : patron (AAB).

(Actividad 4)

159



Acosta, Y.y Alsina, A.

& | —

8 .
o
2 7\
§ Representacion  con  dibujos  (figuras Representacion con ndmeros (123) y dibujos de la
&, geométricas) del patrén (AB) identificado en  secuencia del juego, con un patrén (ABC): 1 (hacer una
las acciones presentes en el juego: cantar- rueda), 2 (cantar) y 3 (correr).
bailar. (Actividad 6)
(Actividad 5)

CONCLUSIONES

En esta primera aproximacion sobre la representacion de patrones en las primeras edades hemos
constatado, en primer lugar, que los alumnos de 4-5 afios empiezan a hacer representaciones
matematicas; y, en segundo lugar, que para representar patrones utilizan dos tipos de sistemas:
representaciones gréaficas y simbdlicas, de acuerdo con la clasificacion establecida por Rico (2009).

De forma mas concreta, hemos puesto de manifiesto que el mayor porcentaje de producciones
correctas se ha obtenido en el contexto de ensefianza a partir de situaciones de vida cotidiana, de lo
que se desprende que cuanto mas cercano, concreto y de conocimiento previo es el contexto de
ensefianza, mas especificas y sin errores han sido las representaciones producidas por los
participantes. Sin embargo, el reducido numero de la muestra no permite generalizar los resultados
obtenidos; hecho que se configura como una de las principales limitaciones de nuestro estudio y a
su vez traza una linea para futuras investigaciones.

Considerando que las personas asignan significados y comprenden las estructuras matematicas
cuando hacen uso de las representaciones (Radford, 1998), podemos afirmar que las actividades
propuestas en contextos de vida cotidiana son las que han impulsado en mayor medida la
comprension, seguidas muy de cerca por las actividades con materiales manipulativos y, finalmente,
los recursos ludicos, puesto que en este caso los patrones no eran tan evidentes. Desde esta
perspectiva, estamos de acuerdo con Bjorklund (1995) cuando afirma que los nifios representan el
mundo de manera condicionada a lo que perciben, a lo que recuerdan y a la manera como resuelven
ciertos problemas.

De acuerdo con los datos iniciales obtenidos en esta investigacion, consideramos que la
representacion de patrones en las primeras edades deberia iniciarse de manera concreta (a partir de
situaciones del entorno inmediato, materiales manipulativos y juegos) para poco a poco ir dando
paso a la actividad mental, la abstraccion y la generalizacién (Alsina, 2009). Estamos convencidos
de que la exposicion a una variedad de patrones en diferentes contextos y modalidades,
conjuntamente con el papel del docente como guia que anima a los alumnos a justificar, transferir y
representar dichos patrones, son componentes cruciales y determinantes en la accion de representar,
generalizar e iniciar el camino del pensamiento algebraico. Tal y como afirma Rico (2009, p. 7),
“las representaciones desempefan un papel destacado para los procesos de construccion de
conceptos y, por ello, son importantes en la ensefianza, aprendizaje y comunicacion del
conocimiento matematico”.

Para seguir avanzando en esta direccion, en futuros estudios sera necesario analizar las
producciones de los alumnos acerca de la representacion de patrones en contextos intermedios y
formales de ensefianza, de acuerdo con el itinerario para la ensefianza de los patrones propuesto por
Acosta y Alsina (2018). Con ello se podréa esclarecer, por un lado, como influyen en general los
distintos contextos de ensefianza que se usan en Educacion Infantil en la representacion matematica
y, por otro, determinar si los contextos de ensefianza mas formales, es decir, las actividades que
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presentan un cardcter mas abstracto, condicionan el grado de éxito de la representacion de patrones
y la tipologia de representacion que se utiliza.
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RAZONAMIENTOS Y ESQUEMAS DE PRUEBA EVIDENCIADOS
POR ESTUDIANTES PARA MAESTRO: RELACIONES CON EL
CONOCIMIENTO MATEMATICO

Reasonings and proof schemes evidenced by prospective elementary teachers:
relationships with mathematical knowledge

Arce, M. y Conejo, L.
Universidad de Valladolid

Resumen

Los procesos de razonamiento y demostraciéon tienen una gran relevancia en la matemética
escolar. El disefio y explotacion de oportunidades de aprendizaje ligados a estos procesos hacen
necesario que el docente tenga un adecuado conocimiento matematico de los mismos. Se presentan
aqui los resultados de un estudio en el que se busca detectar y caracterizar los razonamientos y
esquemas de prueba manifestados por estudiantes para maestro al solicitarles que justifiquen la
veracidad de un enunciado aritmético, y relacionar estos con su conocimiento matematico. Se
evidencia una importante presencia de esquemas de prueba inductivos, asi como una importante
presencia y variedad de razonamientos abductivos, que muestran diversas fortalezas y debilidades
en el conocimiento de los temas y en el de la practica matemética. Esa presencia y variedad nos
hace plantearnos la posible existencia de esquemas de pruebas abductivos.

Palabras clave: razonamiento, esquemas de prueba, abduccién, conocimiento matematico,
estudiantes para maestro.

Abstract

Reasoning and proof are very important processes in school mathematics. The design and the use
of learning opportunities linked to these processes become necessary that the teacher has an
adequate mathematical knowledge of them. Here, the results of a study which seek to detect and
characterize the preservice primary school teachers’ reasonings and proof schemes answering a
task in which they were asked to discuss the veracity of an arithmetic statement are presented. It is
shown a significant presence of inductive proof schemes, as well as a significant presence of a
variety of abductive reasonings. These reasonings reveal various strengths and weaknesses in the
knowledge of topics and the knowledge of practices in mathematics. The presence and variety of
abductive reasonings raises the issue of the possible existence of abductive proof schemes.

Keywords: reasoning, proof schemes, abduction, mathematical knowledge, prospective teachers.
INTRODUCCION

Existe un amplio consenso en destacar la importancia que tienen los procesos de razonamiento y de
demostracién en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, con presencia de grupos de
trabajo sobre estos tdpicos en congresos internacionales y la publicacion de diversos monograficos
en los que se organizan y revisan avances de investigacion (Mariotti, Durand-Guerrier y
Stylianides, 2018; Stylianides y Harel, 2018). Schoenfeld (1994) y Hanna y Barbeau (2010)
justifican que la demostracion ha de estar presente en cualquier curriculo de matematicas, al
contribuir a la comprension de los conceptos matematicos y ser portadora de estrategias 0 métodos
que también son necesarios en la resolucion de problemas. La revision de los monograficos antes
comentados muestra una variedad de investigaciones ligadas a aspectos tedricos, epistemologicos y

Arce, M. y Conejo, L. (2019). Razonamientos y esquemas de prueba evidenciados por estudiantes para maestro:
Relaciones con el conocimiento matematico. En J. M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-Escolano y A. Alsina
(Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XXIII (pp. 163-172). Valladolid: SEIEM.



Arce, M. y Conejo, L.

cognitivos sobre el aprendizaje de la demostracion matematica, y una linea emergente y creciente
de trabajos con foco en el docente de matematicas. La relevancia de los procesos de razonamiento y
demostracion en el aprendizaje convierte en indispensable que un docente sea capaz de disefiar,
promover y explotar oportunidades de aprendizaje que puedan permitir a los estudiantes reorganizar
su conocimiento o concepciones sobre estos procesos en matematicas.

Para promover y explotar esas oportunidades de aprendizaje, es condicion necesaria, aunque no
suficiente, que los docentes tengan un adecuado conocimiento matemaético de los procesos y tipos
de razonamiento y de demostracion, y de la universalidad o no de los mismos para verificar la
validez de un enunciado matematico. Asi, se hace necesario avanzar tanto en la caracterizacion de
qué conocimiento matematico deberia tener un buen docente de matematicas sobre estos aspectos,
como en su deteccion y andlisis en profesores en formacion y en ejercicio. En la investigacion que
aqui se presenta, de tipo exploratorio, han participado estudiantes para maestro (de ahora en
adelante, EPM), y se centra en esta segunda via. Se hara uso del constructo de esquema de prueba
(o de demostracion) de Harel y Sowder (1998, 2007), que es aquello que permite a una persona
convencerse a si mismo y persuadir a otros sobre la veracidad de un enunciado. Sus objetivos son:

e Detectar y caracterizar los tipos de razonamiento y los esquemas de prueba puestos de
manifiesto por EPM en su respuesta a una tarea en la que han de discernir y justificar la
veracidad de un enunciado aritmetico.

e Relacionar esos razonamientos y esquemas de prueba plasmados con conocimientos
matematicos de diferente naturaleza evidenciados por los EPM participantes.

MARCO TEORICO
Modelos de conocimiento del profesor de matematicas

Partiendo de la contribucion de Shulman (1986), son varios los modelos propuestos sobre el
conocimiento que ha de tener un docente de matematicas, como el Mathematical Knowledge for
Teaching (MKT, Ball, Thames y Phelps, 2008) o el Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge
(MTSK, Carrillo et al., 2018, Contreras, Carrillo y Climent, 2018). Ambos modelos distinguen dos
grandes dominios: el conocimiento matematico y el conocimiento didactico del contenido
matematico. Aqui usaremos el modelo MTSK, por la mayor claridad de los tres subdominios,
basados en la propia disciplina matematica, que establece dentro del conocimiento matematico.

Uno de ellos es el Conocimiento de los Temas (KoT), que abarca el qué y de qué manera los
docentes conocen los contenidos sobre los que han de impartir docencia. Incluye el conocimiento de
definiciones, propiedades, fundamentos y de conexiones dentro de un mismo contenido matematico
(intra-conceptuales), de procedimientos, de registros para representar dicho contenido, asi como su
fenomenologia y aplicaciones.

El segundo es el Conocimiento de la estructura de las matematicas (KSM), que abarca el
conocimiento de conexiones de tipo inter-conceptual, entre diferentes contenidos matematicos. Se
incluyen conexiones de complejizacion o de simplificacion, conexiones auxiliares y conexiones
transversales. En el presente estudio, aunque este subdominio no aparece en las producciones de los
alumnos, es importante tenerlo como referencia del marco MTSK completo.

El tercero es el Conocimiento de la practica matematica (KPM), que abarca el conocimiento sobre
las formas y los procesos para hacer matematicas y para producir conocimiento matematico. Dentro
de este subdominio se incluyen conocimientos sobre qué es definir o el papel de los ejemplos y
contraejemplos para producir conocimiento matematico. En particular, el modelo MTSK considera
un descriptor especifico sobre formas de validacion y demostracion, que implica conocer tipos de
razonamiento y de justificacion en matematicas, que tipos de justificacion garantizan la validez
universal de un enunciado, o como puede aplicarse una demostracion y sus consecuencias.
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Este modelo MTSK asevera que un docente de matematicas ha de disponer, ademéas de
conocimientos de los temas, de un conocimiento especifico sobre los procesos de razonamiento y
demostracion en matemaéticas, que ayudan a producir y validar nuevo conocimiento matematico.

Tipos de razonamiento en matematicas

Peirce (1960, citado en Pedemonte y Reid, 2011) establece la existencia de tres tipos de
razonamiento en matematicas: abductivo, inductivo y deductivo. A partir de los trabajos de
Pedemonte y Reid (2011), Soler-Alvarez y Manrique (2014) y Molina, Font y Pino-Fan (2019),
explicamos en qué consiste cada uno de estos tipos de razonamiento. Para ello, nos ayudaremos del
modelo de Toulmin (2007) para analizar argumentaciones, que puede aplicarse a los razonamientos
matematicos. Aqui nos bastara con la version basica del mismo, que tiene cuatro componentes: la
conclusion o afirmacion, que es el enunciado a justificar o sobre cuya veracidad se quiere
convencer; los datos, que son los hechos o fundamentos en los que se basa el razonamiento; la
garantia, que es el principio o proposicion que enlaza los datos con la conclusion y el respaldo, que
son los enunciados o la teoria que soportan la garantia. La Figura 1 ilustra el andlisis con el modelo
de los tres tipos de razonamiento matematico, que se explican a continuacion de dicha figura.

| RAZONAMIENTO DEDUCTIVO | \ RAZONAMIENTO INDUCTIVO |

Datos Por tanto, Datos (verificaciones Por tanto,
(dados o validos) Conclusién particulares de la conclusion) Conclusion

Porque Garantia Porque Garantia
(datos implican la conclusion) (datos implican la conclusién)
T 1
Respaldo Respaldo
(enunciado o teoria que valida la garantia) (la conclusion se cumple en los casos particulares verificados)

| RAZONAMIENTO ABDUCTIVO ‘

Datos (posibles hechos de Conclusion
los que derive la conclusion) (enunciado a explicar)

Porque Garantia
(posible relacion entre datos y conclusion)

Respaldo
(enunciado o teoria del que puede derivarse la garantia)

Figura 1. Representacion de los tres tipos de razonamiento haciendo uso del modelo de Toulmin

En un razonamiento deductivo se aplica una garantia, con un respaldo que hace que sea considerada
como valida, a unos datos dados o conocidos para llegar a inferir una conclusién. La garantia con
respaldo actta como regla de inferencia. Este tipo de razonamiento permite validar conocimiento en
matematicas, que es irrefutable salvo cambios en el sistema axiomatico de partida.

En un razonamiento inductivo, a partir de verificar la validez de un enunciado en uno o varios casos
particulares (que actuan como datos) se infiere el enunciado general como conclusion (Molina et
al., 2019). En este caso la garantia esta respaldada por la verificacion de esos casos particulares,
aunque es un respaldo insuficiente para inferir la validez matematica del enunciado general.

En relacidn con el razonamiento abductivo, existen varias formas de caracterizarlo, como muestran
Pedemonte y Reid (2011) y Soler-Alvarez y Manrique (2014). En este estudio, un razonamiento
abductivo es aquel en el que, a partir de un hecho observado que ejerce el papel de conclusion, se da
una posible explicacion que justifique el mismo, a partir de unos posibles datos, y una garantia y un
respaldo que unan datos y conclusion. Escogemos esta caracterizacion porque la tarea usada para
recoger datos en este estudio partia de un enunciado sobre el que explicar su validez o no, por lo
que ese enunciado dado ya puede ejercer el papel de conclusion o de hecho a explicar.
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El razonamiento deductivo es el Unico que permite validar conocimiento matematico, pero el
razonamiento abductivo y el inductivo juegan un papel relevante al producir demostraciones. Como
indican Pedemonte y Reid (2011), el razonamiento abductivo ayuda a encontrar posibles hipotesis o
datos para iniciar un razonamiento deductivo. El razonamiento inductivo ayuda a aumentar el
convencimiento de la certeza de la conclusion o a refutarla si se encuentra un contraejemplo.

Esquemas de prueba

El esquema de prueba (de ahora en adelante, EP) de una persona es aquello que constituye certeza y
persuasion para esa persona, es decir, aquello que le permite eliminar sus dudas y usarlo para
eliminar las dudas de otros sobre la veracidad de un enunciado (Harel y Sowder, 1998). Se usaré la
clasificacion de EP de Harel y Sowder (1998, 2007), refinada por Ibafies y Ortega (2001).

Un primer grupo son los esquemas de prueba de conviccion externa, donde la certeza y persuasion
se consigue mediante elementos ajenos al razonamiento. Estos pueden ser autoritarios, si se basan
en que quien lo dice es una autoridad; rituales, si se basan en que lo dicho tiene la apariencia de una
demostracién; o simbdlicos, si se basan en que se usa simbologia 0 manipulaciones matematicas.

Un segundo grupo son los esquemas de prueba empiricos, donde la certeza y persuasion se consigue
por medio de percepciones o manipulaciones fisicas directas (EP experimentales) o por medio de
razonamientos inductivos, por medio de ejemplos o comprobaciones cuantitativas en casos
concretos (EP inductivos). En los EP inductivos, Ibafies y Ortega (2001) distinguen varios tipos:

e EP inductivos de un caso: La certeza y persuasion se consigue por medio de un unico
ejemplo o comprobacién (“como 3 x 5 = 15, el producto de dos impares es impar™).

e EP inductivos de varios casos: Como en el caso anterior, pero por medio de varios ejemplos
distintos (“como 3 x5 =15y 3 x 9 =27, el producto de dos nimeros impares es impar’).

e EP inductivos sistematicos: Como en los casos anteriores, pero los ejemplos o
comprobaciones se eligen siguiendo algin tipo de orden o tratando de cubrir casuisticas (“1
x3=3,3x5=15,5x7=35y7 x9=63. Por tanto, el producto de impares es impar”).

Un tercer grupo son los esquemas de prueba analiticos, en los que la certeza y persuasion se
consigue por medio del razonamiento deductivo. Dentro de estos EP, pueden distinguirse dos tipos.
En los EP transformacionales se hace uso de transformaciones de elementos o imagenes por medio
de la deduccion logica. En los EP axiomaticos una persona entiende que la certeza y persuasion
viene dada por una demostracion donde se aplica el razonamiento deductivo a partir de axiomas y
de otros resultados ya deducidos anteriormente. El caracter incipiente de los EP analiticos
detectados en este estudio hara que no establezcamos distincion entre los dos tipos de este grupo.

Es importante que los docentes de matematicas puedan identificar los esquemas de prueba de sus
alumnos para crear oportunidades de aprendizaje que puedan promover su evolucion (Harel y
Sowder, 2007). Para ello, los docentes han de tener EP suficientemente avanzados, por lo que
detectar y caracterizar estos ultimos, en nuestro caso en EPM, es clave para poder llegar a disefiar
estrategias y secuencias en los planes de formacion, inicial o continua, que favorezcan su evolucion.

ANTECEDENTES

Las investigaciones sobre la demostracion con foco en el docente de matematicas estan creciendo,
aunque aun son escasas. Hay investigaciones que muestran que algunos de los resultados obtenidos
en investigaciones sobre la demostracion en alumnos se encuentran también entre profesores en
formacion. Ejemplos claros son la importante presencia y persistencia de EP inductivos y la
aceptacion de los razonamientos inductivos como pruebas matematicamente validas. Estos
resultados, ampliamente detectados en educacion matematica (Dreyfus, 2017), también tienen una
amplia presencia especialmente entre los EPM, como muestran Martin y Harel (1989), Harel y
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Sowder (2007) y Arce, Conejo y Ortega (2014). La explicacion mas clara para este enraizamiento y
persistencia de los EP inductivos, segun indica Dreyfus (2017), es la dificultad de la nocién de
validez universal en matemaéticas, que da lugar a un modo de razonar y generar conocimiento
diferente al de otras disciplinas cientificas y al habitualmente usado en la vida cotidiana. Asi, son
necesarias muchas y muy variadas experiencias formativas para desarrollar conciencia de qué
razonamiento usar en cada disciplina, un mayor conocimiento de la practica matematica y poder
superar este EP en EPM (Martin y Harel, 1989). Entre los docentes de Educacion Secundaria suele
ser mayor el conocimiento de la practica matematica, aunque se detectan algunas visiones limitadas
sobre lo que es una demostracion y una variedad muy resefiable de concepciones y creencias sobre
la demostracion matematica y su proceso de ensefianza y aprendizaje (Knuth, 2002).

CONTEXTO Y METODO

En el estudio han participado 80 EPM de 1° del Grado en Educacion Primaria de la Universidad de
Valladolid (campus de Segovia), que se identificaran aqui por una “A” seguida de un nimero: del
Al al A80. La muestra utilizada es una muestra por conveniencia, formada por aquellos EPM que
respondieron a la tarea que sirvié como instrumento para la recogida de datos: “Explica si al
multiplicar dos nimeros impares el resultado es siempre otro nimero impar”. La tarea formé parte
de la prueba escrita final individual de evaluacion de la asignatura “Fundamentos numéricos y
estrategias didacticas para su ensefianza”, en la convocatoria extraordinaria. Durante el curso, los
docentes de cada grupo trataron los tipos de razonamiento en matematicas aprovechando diferentes
momentos y contenidos (especialmente en la parte de divisibilidad) para mostrar algunas
demostraciones diversas de enunciados aritméticos y enfatizar la diferencia entre la validez
universal del razonamiento deductivo frente al inductivo, asi como el papel de los contraejemplos.

Somos conscientes de las limitaciones de las caracteristicas de la muestra, pero el prop6sito no es
estudiar la frecuencia de los EP o los razonamientos, sino la presencia y la diversidad detectada en
las respuestas, en relacion con los objetivos planteados. Asi, entendemos que, al estar en una prueba
de evaluacion final, cada estudiante via su respuesta trat6 de plasmar del mejor modo posible
aquello que constituia certeza para él y persuasion para el docente sobre la veracidad (o no) de la
afirmacion, por lo que la respuesta evidenciara cual es el EP que tiene cada EPM.

Las producciones escritas como respuestas a la tarea son los datos en esta investigacion. Para analizarlos
se ha usado la metodologia de andlisis de contenido, “un conjunto de procedimientos estricto y
sistemético para el analisis riguroso, el examen y la verificacion de los contenidos de datos escritos”
(Cohen, Manion y Morrison, 2011, p. 563), para pasar de la descripcion de los datos escritos a su
interpretacion y a la formulacion de inferencias en base al contexto. En este caso, cada produccion
escrita es una unidad de registro para el analisis. En una primera fase, se establecieron categorias a partir
de los tipos de razonamiento y de los esquemas de prueba y se analizaron conjuntamente algunas
respuestas para ver su adecuacion. Después, cada autor analizé las producciones en téerminos de los tipos
de razonamiento presentes y el EP asignado al alumno, y las evidencias de conocimiento matematico
detectadas. En la tercera fase, se pusieron en comun los resultados del analisis de cada autor, discutiendo
los casos en los que existian diferentes interpretaciones hasta alcanzar un consenso, lo cual contribuy6 a
clarificar la interpretacion en este estudio de las categorias.

RESULTADOS

Los alumnos debian determinar si consideraban que el enunciado era valido o no. De los 80 EPM,
78 afirmaron que el resultado siempre era valido. Dos EPM respondieron que no siempre, indicando
ciertos casos de excepcion. Por limitaciones de espacio, nos centraremos aqui en las respuestas de
los 78 EPM que afirman la universalidad del resultado. En estas respuestas se han analizado y
clasificado los razonamientos y esquemas de prueba evidenciados, dando lugar a los datos
presentados en la Tabla 1. Se ha detectado una amplia variedad de EP en las respuestas analizadas,
pero ademas se han detectado una serie de respuestas que no encajan con ninguna de las categorias
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de la clasificacion de EP considerada. Estas respuestas estan asociadas a razonamientos abductivos,
y han presentado una gran riqueza y diversidad.

Tabla 1. Clasificacion de las respuestas de los EPM atendiendo a los razonamientos y EP evidenciados

Razonamientos y esquemas de prueba

Sin EP EP inductivos EP analiticos Razonamientos
EP ritual Uncaso Varios casos Sistematico incompletos  abductivos
N.° EPM 6 3 3 15 8 10 33

A continuacion, se explican e ilustran cada uno de los esquemas de prueba encontrados, asi como
los diferentes razonamientos abductivos.

Hay 6 EPM que afirman la validez del enunciado pero no presentan ningdn tipo de razonamiento
que les permita justificar su respuesta. Un ejemplo de ello es la respuesta de A20, que contesta “Si,
al multiplicar dos nimeros impares el resultado es impar”.

Tres respuestas se han clasificado en el grupo de EP de conviccion externa. En todas ellas los
alumnos han reformulado la afirmacion a probar utilizando la misma como dato, y una expresion
que indica explicitamente la implicacién. Como simplemente reformulan el enunciado no se
movilizan ni evidencian conocimientos no presentes en dicha afirmacién. Un ejemplo es la
respuesta de A37: “Si, ya que al multiplicar un nimero impar por otro impar el resultado siempre va
a ser impar, sin embargo si multiplicamos un nimero impar por un numero par el resultado va a ser
par”. Los estudiantes construyen un razonamiento con apariencia de demostracion, usando palabras
que denotan la implicacion (“Si, ya que...” o “Si, debido a...”), pero donde coinciden dato y
conclusion. Por esa razon se ha asignado a estos 3 EPM un EP de conviccion externa de tipo ritual.

En los EP inductivos, se han encontrado ejemplos de los tres tipos: inductivos de un caso, de varios
casos y sistematicos, con mayor presencia de estos dos ultimos. En estos EP consiguen certeza y
persuaden sobre la validez del enunciado por medio de razonamientos inductivos. Asi, son similares
en su estructura, diferenciandose tanto en el nimero de ejemplos (uno o varios) como en el modo en
que se eligen los mismos (arbitraria o siguiendo algun orden). Mostramos un ejemplo de EP
sistematico y su analisis aplicando el modelo de Toulmin con la respuesta de A59 (ver Figura 2).

A59: “El resultado de multiplicar dos niimeros Verificaciones de productos El resultado siempre es
impares siempre es impar. Ejemplo: de los impares de una cifra impar
multiplicaremos el mayor posible de nimeros
impares para demostrarlo.” [ Las verificaciones particulares demuestran la J

3x3=9 5x3=15 7x3=21 9x3=27 validez de la conclusion
3x5=15 5x5=25 7x5=35 9x5=45
3x7=21 5x7=35 7x7=49 9x7=63 I

3x9=27 5x9=45 7Tx9=63 9x9=81 [ La conclusion se cumple en todos los casos que ha probado ]

Figura 2. Respuesta de A59 y analisis del razonamiento haciendo uso del modelo de Toulmin

La respuesta de A59 muestra un orden en la eleccion de ejemplos, multiplicando todos los nimeros
impares de una cifra distinta del uno. Previamente, indica que harad el mayor nimero de ejemplos
posible para demostrar la validez del enunciado, lo que refuerza el EP inductivo. La respuesta
evidencia un conocimiento de los temas (KoT, tablas de multiplicar), pero una debilidad en el
conocimiento de la practica matematica (KPM), ya que el respaldo de la garantia es insuficiente.

Otros alumnos clasificados dentro de los EP inductivos sisteméticos han usado otros criterios para
elegir los ejemplos, como la consideracion de productos de nimeros de una o de varias cifras de
forma separada, o la distincion entre productos de un numero por si mismo o de impares diferentes.

Hay 10 respuestas de alumnos que se han clasificado en un EP analitico, que muestran indicios de
que los razonamientos inductivos no les son suficientes para justificar la respuesta, y movilizan
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conocimientos e implicaciones que podrian desarrollarse hasta un verdadero EP analitico. No
obstante, ninguno llega a completarlo por lo que los denominamos EP analiticos incompletos. La
Figura 3 muestra un ejemplo, con la respuesta de A56 y su andlisis, donde el alumno expresa que
basta con fijarse en el producto de las unidades y comprueba esos productos posibles, aunque la
validez del dato sobre la reduccion del problema a las unidades no esta explicita.

En cualquier multiplicacion, las El resultado
unidades son las que expresan si —>| siempre va a ser
un nimero es par o impar impar

A56: “Si, al multiplicar dos nimeros impares, el resultado
siempre va a ser impar. Para comprobar esto no haria falta
multiplicar todos los nimeros impares existentes. Con
multiplicar las unidades impares (1, 3, 5, 7, 9) entre ellas
podriamos comprobarlo, ya que en cualquier multiplicacion [ Me basta con multiplicar las unidades impares J

las unidades son las que expresan si un nimero es par o T

impar. Tras hacer las operaciones 1 x 1,1 x 3,1 x 5,1 x 7,
1x9,3x3,3x53x%x7,3%x95x55x7,5%9,7x7,
7 %x 9,y 9 x 9 comprobamos que el resultado va a ser impar.”

En cualquier producto, las unidades del resultado, que
determinan la paridad del numero, estan dadas por el producto
de las unidades de los factores (respaldo implicito)

Figura 3. Respuesta de A56 y analisis del razonamiento haciendo uso del modelo de Toulmin
Razonamientos abductivos

La tarea propuesta ya proporcionaba un enunciado sobre el que determinar y justificar la validez.
Asi, era necesario que los EPM buscaran hipotesis sobre posibles datos que pudieran explicar o de
los que pudiera derivarse el enunciado-conclusion. Esto da lugar a razonamientos abductivos, que
pueden servir, 0 o, como germen para construir un razonamiento deductivo. Los EPM situados en
el EP analitico incompleto si avanzaron en esa construccion de manera adecuada. Sin embargo, un
numero importante de EPM enunciaron posibles hipotesis y explicaciones para justificar la
conclusidn, pero en las que no se puede o no se busca deducir la conclusion. En esta busqueda de
hipbtesis y creacion de razonamientos son necesarios y Utiles conocimientos matematicos de al
menos los subdominios KoT y KPM del modelo MTSK (Carrillo et al., 2018). Se exponen tres
ejemplos que ilustran la variedad de razonamientos abductivos encontrada, tanto por las hipotesis o
datos tomados como base para la justificacion como por las diversas fortalezas y debilidades
asociadas al conocimiento matematico mostradas, o de las que puede haber algin indicio. La Figura
4 muestra la respuesta de A58 y su analisis aplicando el modelo de Toulmin.

Los multiplos de los nimeros Al multiplicar dos impares
impares son impares se obtiene un nimero impar

dos nimeros impares obtendremos [ El producto es multiplo de los dos nimeros impares]

AS58: “Siempre que multipliquemos

también un niimero impar, pues sus utilizados como factores (garantia implicita)

multiplos son siempre impares.” I

[ Definicion de multiplo de un niimero natural (respaldo implicito) ]

Figura 4. Respuesta de A58 y analisis del razonamiento haciendo uso del modelo de Toulmin

A58 enuncia una posible hipotesis, que haria el papel de dato en el razonamiento: los multiplos de
los numeros impares son siempre impares. Si ese enunciado fuera cierto, de él se deduciria la
conclusion (el producto es un maltiplo de ambos factores impares), pero ese razonamiento y su
garantia no estan explicitos en la produccién escrita. Este hecho de que el dato si que implique la
conclusion puede mostrar un indicio de conocimiento asociado al conocimiento de la practica
matematica (KPM). Sin embargo, el dato no es matematicamente valido, puesto que los multiplos
son tanto pares como impares. Asumir ese dato como valido puede evidenciar una debilidad en el
conocimiento de los temas (KoT, conocimiento de la definicién o propiedades de los multiplos).

Otro ejemplo es la respuesta de A40, que se muestra y analiza en la Figura 5. Este estudiante parte
de movilizar un conocimiento de los temas (KoT, conocimiento de una definicion de
multiplicacion) para relacionar la multiplicacion con una suma reiterada. Después enuncia una
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posible hipétesis, que hace el papel de dato: si sumamos un mismo ndmero impar una cantidad
impar de veces, el resultado es un nimero impar. En este ejemplo, el dato si que es un conocimiento
matematicamente valido (KoT). Ademas, el dato implica la conclusion, y en la respuesta se
explicita, al menos parcialmente, la garantia con respaldo valido que los relaciona. Esto evidencia
una fortaleza ligada al conocimiento de la practica matematica (KPM). Sin embargo, A40 no
justifica la validez del enunciado-dato, que no es evidente ni estuvo entre los trabajados en la
asignatura. Esto puede indicar una debilidad en el conocimiento en el subdominio KPM.

La suma de un nimero impar un e .
, . . Al multiplicar dos impares
- — numero de veces impares es impar : ; 3 )
A40: “Si, dado que la multiplicacion es la se obtiene un nimero impar

2 . (dato correcto pero no validado)
suma de un nimero el nimero de veces por el
que este seria multiplicado, es decir 5 x 5 [

seria sumar 5 veces cinco y la suma de un
nimero impar un nimero de veces impares
da como resultado un nimero impar.” [

El producto es la suma de una cantidad el nimero
de veces que indica el otro factor

1
Definicion de multiplicacion ]

Figura 5. Respuesta de A40 y analisis del razonamiento haciendo uso del modelo de Toulmin
Un tercer ejemplo de razonamiento abductivo es el de A21, que se muestra y analiza en la Figura 6.

Un nimero multiplicado por un Al multiplicar dos impares
A2l Al{multxpl{lcar cualquier [?unlerq impar numero par da un nimero par se obtiene un nimero impar
por otro impar siempre da un nimero impar;

ya que si hay un nimero multiplicando por un [

numero par, da par. Por eso mismo un impar
por otro impar da impar. Aqui un ejemplo:
3x3=9 (impar), 3x2=6 (par, da par porque en [

Si al multiplicar por un niimero par da par, al
multiplicar por uno impar dara impar
1
Argumento por oposicion a lo que sucede en los pares o por conservacion
en el resultado de la paridad del segundo factor (respaldo implicito)

la multiplicaciéon hay un nimero par)

Figura 6. Respuesta de A21 y analisis del razonamiento haciendo uso del modelo de Toulmin

A21 enuncia una hipotesis, que toma como dato, sobre que la multiplicacion por un numero par da
como producto un numero par. Esto puede mostrar un indicio de conocimiento de los temas (KoT,
propiedades de paridad de un producto), pero no justifica la validez del enunciado tomado como
dato (debilidad asociada al subdominio KPM). A partir de ahi, la alumna construye una garantia,
respaldada quiza por un argumento por oposicidn con respecto a los pares, o por conservacion de la
paridad: “Si hay un nimero multiplicado por un numero par, da par. Por €S0 mismo un impar por
otro impar da impar”. Sin embargo, este tipo de argumentos no son légicamente validos per se en
matematicas, su validez ha de contrastarse en cada caso (ambos argumentos no funcionan si el
primer factor es par). Asi, esta produccion evidencia una debilidad ligada al conocimiento de la
practica matematica (KPM). A21 afiade ademas dos ejemplos, pero mas para ilustrar la conclusién
del razonamiento anterior que para usar los mismos como parte del razonamiento. Por esa razdn no
hemos considerado que A21 evidencie un EP de tipo inductivo.

El andlisis de las producciones clasificadas como razonamientos de tipo abductivo, y la dificultad
para clasificar un nimero importante de ellas dentro de los esquemas de prueba (Harel y Sowder,
1998, 2007; Ibafies y Ortega, 2001) definidos en el marco tedrico, nos hace preguntarnos si pudiera
existir un vacio por completar en dicha clasificacion. ¢Pudiera ser que para algunos estudiantes el
desarrollo de un razonamiento abductivo constituya ya certeza y persuasion sobre la validez del
enunciado que se quiere justificar? Dicho en otras palabras, ¢tendria sentido considerar un nuevo
esquema de prueba, esquema de prueba abductivo, en la clasificacion de esquemas de prueba?

DISCUSION DE LOS RESULTADOS

A pesar de que se han tomado como datos las producciones escritas de una Unica tarea y de las
limitaciones de la muestra por conveniencia de EPM utilizada, el estudio confirma algunos de los
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resultados sobre tipos de razonamiento y esquemas de prueba en EPM, mientras que genera algunos
interrogantes que abren investigaciones futuras que contintien la que aqui se presenta.

En relacion al primer objetivo de la comunicacion, las herramientas tedricas seleccionadas han
permitido tanto analizar los razonamientos como determinar los esquemas de prueba evidenciados
por un gran namero de los EPM participantes. Se ha detectado una importante variedad y riqueza de
razonamientos ante un enunciado aritmético propicio para ello, ya que el enunciado puede
demostrarse de multiples maneras. Destaca la presencia de una cantidad relevante de EPM que
hacen uso exclusivamente de razonamientos de tipo inductivo y evidencian un EP inductivo donde
la certeza y persuasion se consigue por medio de comprobaciones en ejemplos concretos. Este
resultado concuerda con lo obtenido por Martin y Harel (1989) y Arce et al. (2014), y muestran la
aceptacion en una parte importante de los EPM de los razonamientos inductivos como medio para
desarrollar certeza y persuasion. Ademas, otros EPM afadieron algunos ejemplos concretos en sus
respuestas, aunque no hicieron uso de ellos para razonar sobre la veracidad del enunciado. Este uso
de los ejemplos para complementar o reforzar otros razonamientos podria evidenciar las
dificultades para rechazar la validez universal del razonamiento inductivo en mateméticas (Martin y
Harel, 1989) o para comprender o dotar de sentido un razonamiento deductivo (Dreyfus, 2017).

Los resultados muestran también la presencia importante de razonamientos de tipo abductivo. La
diversidad de demostraciones del enunciado que pueden hacerse (basadas en diferentes contenidos)
y su planteamiento en una prueba final hacen que la situacion resulte mas complicada para obtener
posibles hipotesis y construir con ellas una prueba deductiva. Esa mayor dificultad, detectada por
Pedemonte y Reid (2011), puede ser la razén de esa importante presencia de estos razonamientos.

La dificultad para caracterizar el esquema de prueba que evidenciaban algunos de estos alumnos,
que no hacen uso de ejemplos ni de razonamientos deductivos para conseguir certeza y persuasion
de la validez del enunciado, nos hace hipotetizar la posible existencia de un vacio en la clasificacion
de los EP, que abre una nueva linea de investigacion. ;Podria una persona tener un EP abductivo?
¢Podria una persona desarrollar certeza y persuasion Unicamente a través de la formulacion o
seleccion de posibles hipdtesis que pudieran explicar el enunciado? Quiza sea algo posible,
atendiendo a la dificultad para distinguir formas de razonar y generar conocimiento en diferentes
disciplinas, y a la utilidad del razonamiento abductivo para generar conocimiento en otras ciencias
(Dreyfus, 2017; Pedemonte y Reid, 2011). Aqui no podemos dar una respuesta concluyente a la
pregunta, pero pensamos que es necesario seguir desarrollando investigaciones en esa linea.

En relacion al segundo objetivo, el modelo MTSK (Carrillo et al., 2018) y, particularmente, los
subdominios del KoT y KPM dentro del dominio del conocimiento matematico, se han mostrado
atiles para complementar el analisis de los razonamientos, en términos de las fortalezas y
debilidades asociadas al conocimiento en cada subdominio que parecen evidenciarse en ellos. Las
fortalezas o debilidades en el conocimiento de los temas (KoT) pueden favorecer o dificultar la
seleccién de hipdtesis de las que pueda partir la construccion de un razonamiento deductivo. El
conocimiento de la practica matematica (KPM) puede favorecer o no la formulacion de garantias
con respaldo légico que unan datos y conclusion. Progresar en esa relacion entre razonamientos y
los conocimientos matematicos que precisan o evidencian ayudara a disefiar modulos formativos
gue permitan identificar y promover avances en los tipos de razonamiento y los EP de estos futuros
maestros. Este aspecto es esencial para que, cuando ejerzan su practica, puedan disefiar y explotar
oportunidades de aprendizaje de calidad para sus alumnos sobre los procesos de razonamiento y
demostracion.
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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo identificar cuales son los criterios usados por un formador de
profesores de primaria al reflexionar sobre su practica. Se trata de un estudio de caso en el que se
utiliza la herramienta idoneidad didactica para el andlisis cualitativo, tanto de las observaciones
de aula como de los comentarios sobre ellas realizados por el profesor en una entrevista posterior.
Entre los resultados destaca que el formador de profesores utiliza, de manera implicita, algunos de
los componentes e indicadores de los criterios de idoneidad, con mayor énfasis los criterios
interaccional, cognitivo, epistémico y mediacional y, en menor medida, el criterio ecoldgico. Se
concluye que la reflexion le lleva a valorar como han sido aplicados los criterios que orientan su
practica, mas no llega a poner en cuestion la concepcion — creencias — del formador sobre su
quehacer en el aula.

Palabras clave: idoneidad did4ctica, reflexion docente, formador de profesores.
Abstract

In this work, the objective is to identify the criteria used by a primary teacher educator when
reflecting on their practice. This is a case study in which the didactic suitability tool is used for
qualitative analysis, both classroom observations and comments made by the teacher in a
subsequent interview. Among the results, the teacher trainer implicitly uses some of the components
and indicators of didactic suitability criteria, with greater emphasis on the interactional, cognitive,
epistemic and mediational criteria and, to a less emphatically, the ecological criteria. In
conclusion, the reflection leads him to evaluate how they have been applied to the criteria that
guide his practice, but he does not even question the conception — beliefs — about the trainer about
his work in the classroom.

Keywords: didactic suitability, teacher reflection, teacher educator.
INTRODUCCION

Diversas investigaciones sefialan que los formadores de profesores son los sujetos menos investigados
en el ambito de la investigacion sobre la formacion inicial de docentes (Breda, Pino-Fan y Font, 2017
Cisternas, 2011; Ducoing y Fortuol, 2013; Font, Breda y Pino-Fan, 2017; Godino, Giacomone, Font y
Pino-Fan, 2018; Pascual y Montes, 2017; Seckel y Font, 2020; Ulloa y Solar, 2017; Zapatera, Callejo
y Badillo, 2017). Las investigaciones sefialan que se sabe poco acerca de quiénes son los formadores
de profesores en matematicas, sus metodologias de ensefianza, conocimiento y competencias, por lo
que “un problema general de investigacion es, por tanto, el estudio de las practicas de ensefianza de
los formadores de profesores, en particular respecto de la articulacion, por ejemplo, entre el discurso
del formador y sus practicas de formacion” (Ulloa y Solar, 2017, p. 334).

Por otra parte, una amplia revision de la literatura deja clara la importancia del papel de la reflexion
y la necesidad de potenciarla en el ambito profesional (Korthagen, 2010) como una estrategia clave
para el desarrollo profesional y la mejora de la ensefianza (Rojas y Deulofeu, 2013). En esta linea
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de potenciar la reflexion del profesor, han surgido diferentes propuestas, entre las cuales destacan la
investigacion-accion (Elliot, 1993), la practica reflexiva (Schon, 1983), el estudio de lecciones
(Hart, Alston y Murata, 2011) y la nocién de idoneidad didactica (Godino, 2013).

De acuerdo con la problematica sefialada en los parrafos anteriores, la investigacion que se reporta
se plante6 como objetivo: identificar los criterios que el formador de profesores de primaria utiliza
para reflexionar sobre su practica cuando ensefia la didactica de la adicion.

MARCO TEORICO

Los criterios de idoneidad didactica (en adelante, CI) propuestos en el Enfoque Ontosemiotico de
la Cognicidn e Instruccion Matematica (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2019) pretenden ser una
respuesta parcial a la siguiente problematica: ¢Qué criterios se deben utilizar para disefiar una
secuencia de tareas, y qué cambios se deben realizar en su redisefio para mejorarla? Los Cl pueden
servir primero para guiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas y, segundo,
para valorar sus implementaciones. En el EOS se consideran los siguientes Cl (Font, Planas y
Godino, 2010): a) ldoneidad Epistémica, para valorar si las matematicas que estan siendo ensefiadas
son buenas matematicas; b) ldoneidad Cognitiva, para valorar, antes de iniciar el proceso de
instruccion, si lo que se quiere ensefiar esta a una distancia razonable de aquello que los alumnos
saben, y después del proceso, si los aprendizajes adquiridos estan cerca de aquello que se pretendia
ensefar; ¢) Idoneidad Interaccional, para valorar si las interacciones resuelven dudas y dificultades
de los alumnos; d) Idoneidad Mediacional, para valorar la adecuacion de los recursos materiales y
temporales utilizados en el proceso de instruccion; e) Idoneidad Emocional, para valorar la
implicacion (intereses y motivaciones) de los alumnos durante el proceso de instruccion; y f)
Idoneidad Ecoldgica, para valorar la adecuacion del proceso de instruccién al proyecto educativo
del centro, las directrices curriculares y las condiciones del entorno social y profesional.

La operatividad de los CI exige definir un conjunto de indicadores observables, que permitan
valorar su grado de idoneidad. En Breda et al. (2017) se aporta un sistema de componentes e
indicadores que sirve de guia de andlisis y valoracion de la idoneidad didactica. En la Tabla 1, por
cuestiones de espacio, se presentan los componentes e indicadores Unicamente de la idoneidad
interaccional.

Tabla 1. Componentes e indicadores la idoneidad interaccional (Breda et al., 2017)

Componentes Indicadores

Idoneidad Interaccional

Interaccion El profesor hace una presentacion adecuada del tema (presentacion
docente - discente clara y bien organizada, no habla demasiado réapido, enfatiza los

conceptos clave del tema, etc.)

Se reconocen y resuelven los conflictos de significado de los alumnos
(se interpretan correctamente los silencios de los alumnos, sus
expresiones faciales, sus preguntas, se hace un juego de preguntas y
respuestas adecuado, etc.)

Se busca llegar a consensos con base al mejor argumento

Se usan diversos recursos retéricos y argumentativos para implicar y
captar la atencion de los alumnos.

Se facilita la inclusion de los alumnos en la dindmica de la clase y no la

exclusion.
Interaccion entre Se favorece el didlogo y la comunicacion entre los estudiantes
discentes Se favorece la inclusion en el grupo y se evita la exclusion
Autonomia Se contemplan momentos en los que los estudiantes asumen la

responsabilidad del estudio (exploracion, formulacion y validacion)
Evaluacién formativa ~ Observacion sistemética del progreso cognitivo de los alumnos
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En diversas investigaciones realizadas en diferentes paises (Brasil, Chile, Venezuela, Costa Rica) se
ha observado que los CI propuestos por el EOS funcionan como regularidades en el discurso de los
profesores cuando estos reflexionan sobre su practica para mejorarla, sin que se les haya ensefiado
previamente dicha herramienta (Hummes, Font y Breda, 2019; Morales y Font, 2017; Ramos, 2006;
Seckel, 2016).

METODOLOGIA

Se trata de un estudio de caso en el que se hace un anélisis cualitativo del discurso del profesor
sobre su préactica. El participante es un formador de profesores de Educacién Primaria en México
que imparte la asignatura Aritmética. Numeros Naturales con futuras docentes. Su capacitacion
inicial es como docente de Educacién Basica, ademéas cuenta con 12 afios de experiencia en
escuelas de formacion para profesores en los que en nueve ocasiones ha impartido las asignaturas
donde ensefia la adicion.

Para la obtencidon de los datos se utilizaron dos técnicas: la observacion no participante (ocho horas
de clase organizadas en cuatro sesiones) a fin de acercarse a la informacion en un ambiente natural
(Cohen, Manion y Morrison, 2007) y la entrevista en profundidad. La primera de estas técnicas se
realizd con apoyo de una cdmara de video y una grabadora de audio en los tiempos que el formador
tenia previstos en su programa de materia y planeacion didactica para ensefiar la adicion. Para la
entrevista, se disefidé un protocolo con veinte preguntas sobre una seleccion de episodios de su clase,
que permitieran al formador retomar y discutir los criterios empleados en su préctica con la
finalidad de generar reflexion.

Los datos fueron analizados de forma descriptiva e interpretativa con base en el constructo Criterios
de ldoneidad Didactica, se buscé seleccionar consideraciones en las que el formador de profesores
justifica su practica como evidencias del uso implicito de algunos de los componentes e indicadores
de los CI.

ANALISIS DE LA REFLEXION DE UN FORMADOR DE PROFESORES DE PRIMARIA

La primera pregunta que hace el entrevistador (E) al formador de docentes (FD) esta relacionada
con las finalidades que cree que tiene ensefiar la asignatura (Aritmética. NUmeros Naturales) que
estd impartiendo:

FD: Yo creo que nuestra principal intencion es que conozca las distintas estrategias que las lleven a
ensefiar el conocimiento matematico en escuela primaria. La idea es que no se trabaje la
estrategia en aislado, sino que implicitamente se trabaje contenido. Entonces estas trabajando
el contenido a la vez que desarrollas la estrategia de ensefianza, pero de aprendizaje también
del nifio, es decir, saber como aprende el nifio y como se apropia de los diferentes conceptos
matematicos que se estan desarrollando a lo largo de la Educacion Primaria y que se trabajan
en varios cursos en la normal [nombre con el que se conoce a la institucion]. Creo que ahora
es la intencidn, mas el aspecto de aprendizaje y ensefianza de los contenidos matematicos.

En su respuesta, FD considera que, si bien la finalidad es que los futuros docentes sepan ensefiar los
contenidos de aritmética, deben tener un conocimiento mas alla de la ensefianza, en particular del
contenido y su aprendizaje.

A continuacion, el entrevistador le pregunta sobre el papel que él cree que tiene como formador y él
argumenta que:

FD: Mi papel como formador es lograr ser el mediador y ser el modelo. Un mediador y no un
catedratico porque yo entiendo al catedratico como el que se pone enfrente expone de una
manera muy soberbia, podemos decirlo asi, 0 muy dominante en el contenido, pero
practicamente no genera una interaccion mas alla de lo que implica la parte del contenido. La
idea es que la alumna también se vaya apropiando de un modelo de trabajo. No es llegar a
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explicar totalmente el tema sino es también ponerlas a ellas en situacion de alumnas de
primaria, l6gico con un nivel més acelerado porque tenemos mas contenido que desarrollar.

En esta respuesta, FD opta por autoasignarse el modelo de profesor mediador en contraposicion al
modelo de profesor magistral-autoritario. Podemos inferir que, para él, un aspecto clave que
diferencia un modelo de otro es el tipo de interaccion que se genera en el aula. Por esta razon,
consideramos que, en el comentario del FD, se hace implicito el uso del criterio interaccional, es
decir, la importancia que tiene una adecuada gestion de la clase. En esta gestion de la interaccion,
FD considera que se debe dar espacio a la simulacion de una clase de primaria (hay momentos en
que los futuros profesores adoptan el rol de alumnos de primaria). Por otra parte, pretende que su
modelo de gestion del aula sea un ejemplo a seguir para sus estudiantes.

El entrevistador cuestiona al FD por qué disefio e implementd determinadas actividades que
conllevaban el uso de ciertos recursos (fichas, domind, mends de restaurante, etc.):

FD: [...] Tratamos de utilizar actividades y recursos que son potentes en el sentido de que puedan
generar en los alumnos el desarrollo de su pensamiento matematico. [...] Este tipo de
actividades permite que el nifio ponga en juego su pensamiento, comunicarse, interactuar, un
diadlogo, no hay una postura pasiva en el nifio, lleva de una manera constante a la reflexion en
la interaccion con los materiales y las actividades. Algunas son muy de juego, pero al final
trae de fondo que pongan en desarrollo habilidades como el calculo, estimacion, comparacion,
entonces todo este tipo de actividades permite que el nifio desarrolle el pensamiento, y desde
luego, anterior al nifio, la idea es desarrollarselas a las estudiantes desde la propia normal a
través de este tipo de actividades y que ellas, cuando tengan la oportunidad de trabajar con los
nifios de primaria en su primera préctica en tercer semestre, desarrollen estas mismas
relaciones que se gestan en torno al contenido, a la habilidad matemaética y la interaccion con
los alumnos.

Al contestar la pregunta, FD presenta una reflexion sobre las tareas de primaria que ha simulado
con sus estudiantes, donde se puede inferir qué criterios quiere que ellas tengan en cuenta cuando
disefien e implementen tareas con sus futuros alumnos. Podemos inferir, por una parte, el uso del
componente riqueza de procesos del criterio de idoneidad epistémica —la secuencia de tareas que se
impartan en primaria debe contemplar la realizacién de procesos relevantes en la actividad
matematica. Por otra parte, como la otra cara de la moneda de la riqueza de procesos, se infiere el
componente alta demanda cognitiva del criterio de idoneidad cognitiva. Con relacién al criterio
interaccional, se infiere el componente autonomia, ya que el profesor selecciona tareas en las que el
alumno no adopte una actitud pasiva y asuma una parte de la responsabilidad del proceso de
estudio. Con relacion al criterio mediacional, se infiere el uso del componente recursos materiales.
Dicho de otra manera, los criterios que segin FD deberian tenerse en cuenta al disefiar tareas para
primaria es que éstas incorporen recursos adecuados, impliquen alta demanda cognitiva (y que, por
tanto, lleven a los alumnos a realizar procesos relevantes desde el punto de vista matematico), y
cuya gestion permita a los estudiantes tener un rol activo.

El entrevistador también hace preguntas relacionadas a la prevision de posibles ambigiiedades y
conflictos que pueden aparecer en la implementacion de las tareas.

E: En las actividades que observamos, por ejemplo, las fichas [ver Figura 1], usted llevaba
material preparado, esto demuestra que organizo la actividad con anticipacién. Cuando usted
organizaba estas actividades ¢qué previd que pudiera suceder en el desarrollo de la sesion?

FD: Previ que existiera confusion al hacer los cambios de unas fichas a otras en torno al valor que
posee cada una de ellas. Si recuerdas cuando se les hace la pregunta “ustedes qué le pondrian”
algunas dijeron “yo le hubiera dicho la cantidad”. De hecho, son propuestas que también ya
existen para poder trabajar estos materiales, inclusive los maestros japoneses usan cuadritos en
vez de fichas. Quise dejar que ellas reflexionaran del como podrian mejorarla. Si, desde luego
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hay cosas que van més alla de lo que uno prevé y que surgen, pero se va resolviendo en el
momento.

En el comentario descrito anteriormente, FD hace una reflexion sobre el uso adecuado de los
materiales en la actividad implementada y, méas alld de eso, pretende que las futuras docentes
reflexionen sobre cdmo deber ser este material a fin de que permita un mejor aprendizaje de los
alumnos. FD pretende que, en el futuro, sus alumnas tengan en cuenta el componente recursos
materiales del criterio de idoneidad mediacional.

Con la intencion de ver qué aspecto era el mas importante para FD al observarse por primera
ocasion en un fragmento del video de su clase, se la plante0 la siguiente pregunta abierta:

E: [El entrevistador le muestra episodio del video de su clase] Maestro, con estos fragmentos
tiene alguna impresion de su préactica, algo que le llame la atencién a usted?

FD: Si, me llama la atencion esta parte cuando tu te ves y dices “a ver retomando lo que uno hace”,
a lo mejor lo que uno puede mejorar en cuanto a mi desempefio: debo darle més espacio a la
estudiante, si participan, pero aprovechar un poco mas su participacién para la
retroalimentacion, pero sin dejar sueltos los conceptos que ellas expresan. Cuando digo suelto,
me refiero a aceptarlo todo porque al final de cuentas no estamos en una expresion libre, sino
estamos focalizados en como se ensefian los problemas aditivos en la Educacion Primaria

[L..].

De manera coherente con su respuesta a la segunda pregunta (en la que se consideraba un profesor
mediador), su centro de atencién al verse es, sobre todo, el aspecto interaccional. FD hace una
valoracién acerca de la interaccion que ocurre en el aula con sus estudiantes y considera que se
podria mejorar. Para él se deberia dar méas espacio a la participacion del alumno, de manera que en
esa interaccion se reconozcan y resuelvan los conflictos de significado de los futuros profesores,
indicador relacionado con el componente interaccion docente-discente del criterio de idoneidad
interaccional.

Dado que FD en su clase insistié en que para ensefiar la suma se debia partir de los conocimientos
previos de los alumnos, el entrevistador le hace la siguiente pregunta:

E: Al inicio usted comenta que el signo més [+] es la representacion grafica de la suma, pero
posteriormente nos dice que esta representacion se ensefia después de plantear distintas
situaciones, ¢por qué el profesor de primaria tendria que hacerlo de esta manera?

FD: El signo del méas [+] y de menos [-] no entra desde un comienzo, es decir, cuando el nifio
juega a la oca, con el dominé o al caminito, donde a partir de agregar o quitar, esta asociando
el signo de mas y de menos sin saberlo. En todas estas actividades ain no se introduce el signo
porque no es recomendable desde la parte de la didactica, hay que darle mas oportunidad al
nifio de que desarrolle este tipo de situaciones. Posteriormente, si hay que introducirlos porque
la idea es llevarlos al algoritmo. No podemos hacer una introduccién directa del signo.

El fragmento presentado sugiere que FD tiene en cuenta el proceso de aprendizaje de los nifios. El
profesor busca plantear el tema de la suma de acuerdo con la idea de la zona de desarrollo préximo,
es decir, propone partir de situaciones conocidas por los alumnos, que ellos pueden resolver con sus
conocimientos previos (oca, doming, etc.), para llevarlos primero a la simbolizacion de la suma y,
posteriormente, al algoritmo de la adicion. Por tanto, de manera implicita tiene en cuenta el criterio
de idoneidad cognitiva.

Dado que en su clase FD no llega a distinguir claramente entre simbolo, definicion y algoritmo, el
entrevistar le cuestiona sobre ello. Con relacion al signo, FD afirma y justifica que el signo +
constituye una abstraccion que permite identificar el procedimiento a realizar. Este procedimiento
lo define como agregar a una cantidad inicial que es el origen y se transforma. En este sentido, FD
argumenta que el agregar puede emplearse siempre que se realizan situaciones aditivas.
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En la entrevista interesaba profundizar en el significado de suma que tiene en cuenta FD vy, en
particular, como contemplaba el cardinal cuando se agregan conjuntos. Para ello, el entrevistador
formul6 la siguiente pregunta con una ambigledad calculada:

E: Maestro si yo tengo, por ejemplo, una coleccién de manzanas y otra de naranjas y me piden
gue las sumen, lo que tengo que hacer es ¢agregarlas?

FD: Hacer un agregado en las cantidades y no en el significado. No estamos haciendo una
comparacion del atributo de lo que es manzanas y naranjas sino del atributo de su numeral, de
lo que representan la cantidad de objetos para tener mas cantidad de objetos y no bajo una
combinacion de las dos.

Basicamente, hay dos significados posibles para la suma, como cardinal de la union de dos
conjuntos disjuntos y, desde una perspectiva ordinal, como el resultado de seguir contando a partir
de un nimero dado. Con relacion al primer significado, Bermejo (2004) concibe dos percepciones:
la primera unitaria, en la que se parte de un conjunto de base que es modificado afadiendo,
obteniendo como resultado un tercer conjunto, y la segunda binaria que parte de la existencia de dos
conjuntos disjuntos determinados, los cuales se unen para obtener un tercer conjunto. A lo largo de
la entrevista, y también en la observacion de su practica, inferimos que FD tiene presente solo uno
de los significados de la adicion (agregar) ya que en ningin momento habla de la suma como el
seguir contando. En ese sentido, FD no hace una reflexion completa de los diversos significados de
la adicidn, es decir, no tiene en cuenta el componente representatividad del criterio de idoneidad
epistémica.

Posteriormente, el entrevistador, dado que FD habia sugerido a sus alumnas el uso combinado de la
resta y de la suma, le pregunta si es necesario ensefiar los signos combinados (suma y sustraccién):

E: Otra de las sugerencias que usted comenta es hacer uso de los signos combinados, el de la
sumay la resta, ;por qué cree que sea necesaria esta combinacion?

FD: [...] en el nifio va a existir entonces la posibilidad de considerar que los nimeros tienen
bastantes relaciones entre ellos, que el nimero no es estatico [...] en conjunto desarrolla el
pensamiento matematico.

E: Considerando que el nimero no es estatico y las combinaciones que se pueden hacer, entonces
justed considera que podriamos ensefiar la suma y la multiplicacion, por ejemplo,
combinados?

FD: Si el nifio puede interactuar con esos nimeros y esas relaciones estaria excelente.

Esta evidencia nos indica que FD tiene en cuenta en su reflexion la importancia de establecer
conexiones intramatematicas, uno de los procesos contemplados en el componente riqueza de
procesos de la idoneidad epistémica, que también aparece como componente del criterio de
idoneidad ecolodgica. En particular, relacionar el contenido de la suma con la sustraccion, o bien con
la multiplicacion.

Una de las regularidades que se observa en la gestion que hace FD de sus clases es la formulacion
de preguntas a sus alumnas. Por ello, en la entrevista se le cuestiona sobre la intencion de estos
planteamientos:

E: En la segunda sesion usted comienza planteandoles unos cuestionamientos a las estudiantes,
icual es la intencion?

FD: Cuando planteo al final es para generalizar y cuando es al inicio es para reflexionar y orientar
el rumbo de la clase.

Hay que resaltar que FD considera importante fomentar la reflexion en las futuras docentes. Como
resultado de las preguntas y reflexiones dadas el aula, uno de los criterios que FD sugiere a sus
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alumnas durante las clases es el uso del juego como un elemento motivador para los estudiantes de
primaria, por lo que el entrevistador le cuestiona sobre ello:

E: ¢ Qué pasaria si el maestro no iniciara con juegos la ensefianza de la adicion?

FD: [...] el nifio puede aprender, pero puede no verlo tan atractivo y hacerlo porque se le dice que
lo haga.

E: ¢ Qué caracteristicas tendria este juego?

FD: Se trata de formalizar eso que se esta trabajando a partir de una actividad que es un juego, por

eso es importante reflexionar después de cada actividad [... y entre sus caracteristicas destaca
que un juego te tiene que divertir, tiene que generar una reflexion, debe desarrollar habilidades
acordes a tu intencidn didactica, generar interaccion y dialogo.

En este didlogo, FD reitera que se debe tener en cuenta el indicador seleccion de tareas de interés
para los alumnos del componente intereses y necesidades del criterio emocional. Ahora bien, su
reflexion sobre el juego nos hace inferir que ademas considera otros criterios de idoneidad
simultdneamente: el criterio de medios (el juego es un recuso que se debe utilizar), el criterio
epistémico (hay que reflexionar matematicamente a partir del juego) y el criterio interaccional
(generar interaccion y dialogo).

Posteriormente, el entrevistador le muestra a FD un segundo fragmento de su clase en el que las
estudiantes, organizadas en tres equipos, efectGan una suma utilizando un tablero y fichas de
colores como material manipulativo, que permiten descomponer el nimero en unidades (Figura 1).

& @ a
® z 398 +67=

Figura 1. Elaboracion propia, tablero utilizado por FD para ensefiar la didactica de la adicion
Después de observar este fragmento de su clase, FD comenta:

FD: El primer equipo hace la suma porque ya la sabia, el segundo deja todo un procedimiento y el
tercero logra abstraer todo y sintetiza de buena forma.

En cierta manera, FD considera el criterio de idoneidad cognitivo al valorar que el aprendizaje del
tercer grupo es mas completo que el de los otros dos (determina niveles de aprendizaje). Ahora
bien, a pesar de esta diferencia en los niveles de aprendizaje que él mismo reconoce, la
entrevistadora le hace observar que la retroalimentacion a los tres grupos ha sido similar mediante
un aplauso:

E: Cuando va pasando cada equipo, al final usted pide que se les dé un aplauso y esto pareciera
que es una validacion del procedimiento. ¢ Cree que esto nos podria llevar a decir que los tres
procedimientos son correctos?

FD: No, el aplauso no se hace para validar, se hace para animar. Es una idea de actitud, decir que
tu participacion es valiosa, contribuiste en algo.

La evidencia indica que FD valora mas el proceso/procedimiento involucrado en la realizacion de la
actividad que, propiamente, el resultado/producto final de la tarea. Ademas, enfatiza la importancia
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de motivar a los estudiantes, aludiendo al componente “emociones” del criterio de idoneidad
emocional.

Con respecto a profundizar en los criterios que utiliza FD para redisefiar sus tareas, la entrevistadora
le pregunto:

E: Cuando termina de utilizar el tablero, les pidid algunas sugerencias ¢usted tendria alguna
sugerencia para implementarlo con las normalistas?

FD: Sobre las fichas, todas tiene un valor y a las azules podriamos ponerle el numeral 1, no
necesariamente tiene que ser circulos, hay que darle continuidad a un significado gréfico en el
sentido de que la verde mafiana no puede ser 1 porque crearia confusion.

FD: Yo le daria mas tiempo a cada una de las etapas cuidando el tiempo.

En este didlogo FD tiene en cuenta, por una parte, el componente ambigiedades del criterio de
idoneidad epistémica, en el sentido de que una vez que el profesor es consciente que la tarea
implementada ha creado una confusién de tipo matematico en sus alumnos, en un posterior redisefio
convendria controlar dicha ambigiedad. Por otra parte, tiene en cuenta el componente de uso de
materiales del criterio de idoneidad de medios, y también el componente tiempo de este Ultimo
criterio.

DISCUSION Y CONSIDERACIONES

Como resultado de esta investigacion hemos podido determinar unos criterios que orientan la
practica del profesor FD. Dichos criterios se pueden interpretar como creencias, si entendemos, de
acuerdo con Peirce (1877), la creencia como una disposicion para la accion. Este conjunto de
creencias, también de acuerdo con Peirce, se puede entender como concepcion del profesor, la cual
el mismo FD caracteriza como mediador.

El término concepcion aparece en la famosa méxima pragmatica de Peirce: “Consideremos qué
efectos, que puedan tener concebiblemente repercusiones practicas, concebimos que tiene el objeto
de nuestra concepcion. Entonces, nuestra concepcion de esos efectos es el todo de nuestra
concepcién del objeto.” (citado en Faerna, 1996, p. 110). Esta maxima se relaciona, en cierta
manera, con las investigaciones que consideran la concepcién de un objeto como un sistema de
creencias 0 como un substrato basico de las creencias. En efecto, si consideramos la concepcion de
un objeto como equivalente al sistema de préacticas en el que el objeto juega un papel determinante,
y dado que el objeto y cada practica quedan relacionados por una configuracion cognitiva asociada
a una creencia, resulta que, en cierta forma, una concepcion se puede considerar como un sistema
de creencias (Ramos, 2006).

La reflexion producida por la entrevista no lleva a FD a poner en cuestion dicha concepcion (por
ejemplo, no le lleva a considerar que en lugar de mediador deberia ser un profesor que imparte
clases magistrales), ni tampoco le lleva a cambiar alguna de las creencias que se han identificado,
solo le lleva a reflexionar como han sido aplicados los criterios que orientan su practica (por
ejemplo, cuando valora la gestion de la interaccion que ha realizado en el primer fragmento) sin
cambiarlos.
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Resumen

Analizamos las respuestas de un grupo de estudiantes de cuarto de primaria (9 a 10 afios) al
resolver una tarea que involucra la funcién f(x)=2x. Presentamos el analisis de las discusiones
entre los estudiantes y el investigador-docente que tienen lugar durante dos sesiones de clases en el
marco de un experimento de ensefianza. En los resultados se aprecia como la justificacion ayudo a
expresar de modos més sofisticados la generalizacion de las relaciones funcionales identificadas.
Concretamente el intercambio de ideas ayud6 a que la expresion de las generalizaciones fuera
cada vez més precisa, involucrara diversos elementos matematicos y se refiriera a cantidades
indeterminadas para expresar la relacion entre las variables.

Palabras clave: Educacion primaria, generalizacion, justificacion.
Abstract

We analyse the responses of a group of fourth-grade students (9 to 10 years old) when solving a
task that involves the function f(x)=2x. We present the analysis of the discussions between the
students and the researcher-teacher that took place during two sessions within the framework of a
classroom teaching experiment. The results show how justifications helped to express the
generalization of the identified functional relationships in more advanced ways. The exchange of
ideas specifically helped to make the expression of generalizations more precise, to include various
mathematical elements and to refer to undetermined quantities to express the relationship between
the variables.

Keywords: Elementary education, generalization, justification.
INTRODUCCION

Adoptando lo propuesto por Radford (2018), consideramos que el pensamiento algebraico se
caracteriza por referir a cantidades indeterminadas (incégnitas, variables y los parametros) y
razonar de manera analitica con estas, recurriendo a modos idiosincraticos o especificos
evolucionados culturalmente para representar la indeterminacion y sus operaciones. EI manejo
analitico de los objetos indeterminados implica que, aunque no se conozcan las cantidades, se
utilizan como si fueran conocidas. EI modo de designar a lo indeterminado puede ser variado,
involucrando el simbolismo alfanumérico u otros simbolos: lenguaje natural, gestos, ritmos, entre
otros. Por otro lado, distinguimos cuatro practicas del pensamiento algebraico identificadas por
Blanton y colaboradores (Blanton, 2017): (a) generalizacion (b) representacion, (c) justificacion y
(d) razonamiento con generalizaciones.

En este marco, una linea de investigacion abierta que mencionan estudios previos es indagar en los
tipos de tareas que alientan a los estudiantes a analizar variedad de generalizaciones y

Ayala-Altamirano, C. y Molina, M. (2019). Justificacion y expresion de la generalizacion de una relacion funcional por
estudiantes de cuarto de Primaria. En J. M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-Escolano y A. Alsina (Eds.),
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justificaciones que utilizan otros estudiantes (Lannin, 2005) e identificar tipos de apoyo curricular e
instructivo que ayuden a los maestros a crear un entorno de andamiaje para el desarrollo de
justificaciones sofisticadas. Nuestro propésito en este trabajo es analizar una propuesta de
ensefianza basada en practicas de justificacion llevadas a cabo al resolver tareas que involucran una
relacion funcional, asi como describir como la discusion e intercambio de ideas entre los estudiantes
ayuda a expresar de modo algebraico la relacion entre cantidades que covarian. A su vez buscamos
extender al contexto funcional, los hallazgos de otras investigaciones las cuales sefialan que la
justificacion permite que la generalizacion tenga sentido, anima a los estudiantes a establecer
conjeturas para establecer generalizaciones y ayuda a desarrollar una generalizacion méas potente
(Ellis, 2007a).

Otras investigaciones informan sobre las estrategias de estudiantes de primaria al resolver
problemas de generalizacion de patrones o relaciones funcionales. Por ejemplo, Callejo, Garcia-
Reche y Fernandez (2016) y Pinto, Cafiadas, Moreno y Castro (2016) en sus estudios analizan las
respuestas escritas de estudiantes al expresar la generalizacién. En esta comunicacion, buscamos
complementar dichos estudios al indagar sobre el proceso de generalizacién analizando las
discusiones en las que los estudiantes justifican sus respuestas escritas y, a su vez, describir el
efecto del intercambio de ideas en la expresion de la generalizacion.

MARCO CONCEPTUAL Y ANTECEDENTES

La generalizacién se puede entender como un proceso (generalizing) o como un producto
(generalization). El proceso implica: (a) Identificar los elementos comunes en todos los casos, (b)
Extender el razonamiento méas alla del rango en el que se origind, y (c) Derivar resultados mas
amplios de casos particulares (Ellis, 2007b; Strachota, Knuth y Blanton, 2018). De modo similar,
Radford (2010) describe el proceso de generalizacion de patrones, no obstante, al derivar los
resultados mas alla del campo perceptual menciona que la generalizacion debe proporcionar una
expresion directa que permite obtener cualquier término de la secuencia. Ademas, él propone que la
generalizacion estd compuesta por capas, las cuales adquieren mayor grado de sofisticacion en
relacion a los sistemas semidticos utilizados para razonar y expresar esa generalidad. La
generalizacion como producto es el resultado de dicho proceso. Las practicas de representacion,
justificacién y razonamientos son algebraicas cuando se realizan al servicio de acciones con o sobre
generalizaciones.

Segun Chua (2017), la justificacion es un medio para determinar y explicar la verdad de una
conjetura o afirmacion. Sus roles son determinar la verdad para eliminar las propias dudas o
persuadir a otros de que la conjetura es verdad. Los tipos de argumentos de los estudiantes
dependen de sus habilidades y de la naturaleza de las tareas.

Diversas investigaciones se han centrado en el estudio de las justificaciones y argumentos de los
estudiantes en contextos matematicos. En primaria, en el marco de la aritmética generalizada,
Schifter (2009) concluye que es necesario hacer comprender a los estudiantes de primaria que no se
justifica con algunos casos particulares. Ademas, nota que cuando los estudiantes sefialan en los
casos particulares que eso sucede con “cualquier nimero” esta puede ser una forma de expresar la
generalidad. Por otra parte, afiade que en este nivel las leyes de la aritmética no pueden ser la base
de la justificacion, pues estas leyes aln estan en cuestion para los estudiantes. La notacion variable
tampoco suele ser un medio para expresar la generalidad. Esta autora evidencia como los
estudiantes usan representaciones visuales para justificar afirmaciones generales.

Otros trabajos establecen niveles de justificaciones al analizar las respuestas de estudiantes al
evaluar argumentos matematicos, crear los propios, demostrar y discutir la naturaleza de las
justificaciones (Knuth, Choppin y Bieda, 2009; Lannin, 2005). Blanton (2017) sefiala que, en los
estudios llevados a cabo con estudiantes de primaria en el contexto funcional, es frecuente que al
justificar recurran a casos empiricos. De modo similar, Lannin (2005) concluye que los estudiantes
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de sexto grado, al realizar tareas de generalizacion de situaciones numéricas, tienden a usar
justificaciones empiricas o ejemplos genéricos.

En el contexto espafiol y centrandose en educacion secundaria, Chico (2018) analiza el impacto de
la interaccion en grupos en la produccién de discursos matematicos. Analiza las discusiones de los
estudiantes al resolver un problema de patrones algebraicos, considerando los elementos
matematicos involucrados y las acciones de los estudiantes (iniciar, compartir, solicitar y rechazar).
Concluye que ciertas formas de interaccion influyen en el desarrollo de la lengua del algebra y el
discurso matematico, evidenciando su efecto sobre el pensamiento algebraico en procesos de
generalizacion.

OBJETIVOS

El objetivo de esta comunicacion es evidenciar cdmo una propuesta de ensefianza basada en la
accion de justificar ideas ayudd a que estudiantes de cuarto de primaria expresaran de un modo mas
sofisticado la generalizacion en tareas que involucran una relacién funcional.

METODO

Esta investigacion forma parte de un proyecto mas amplio, que sigue la metodologia de un
experimento de ensefianza (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011), cuyo objetivo es indagar en las
capacidades algebraicas de estudiantes de primaria al participar en situaciones que involucran
relaciones funcionales. Es de tipo cualitativa, y tiene caracter exploratorio y descriptivo.

La muestra estd compuesta por 25 estudiantes que cursan cuarto de primaria (9 a 10 afios). El
colegio es un centro privado-concertado del sur de Espafia que atiende a una poblacion con un nivel
socioeconémico muy bajo. Antes de efectuar las sesiones de trabajo, los estudiantes no habian
recibido instruccidn sobre la generalizacion y expresion de ideas algebraicas. Para mantener el
anonimato de los estudiantes se les asigné un codigo especifico: Ei, coni=1... 25. En el caso de las
investigadoras, el codigo utilizado fue I.

Recogida de datos

Durante el experimento de ensefianza se disefio e implementd un cuestionario individual inicial, dos
entrevistas clinicas semiestructuradas (una inicial y otra final), y cuatro sesiones de clases de una
duracion aproximada de 60 minutos.

En la implementacion de las sesiones de clases participd un grupo de investigadores los cuales
tenian distintos roles: investigador-docente, investigador-observador y técnico de camaras. Los
estudiantes mantuvieron la distribucion habitual, sentdndose en grupos de tres o cuatro integrantes.
Las sesiones se componian de distintos momentos: (a) Presentacion de la situacion general por parte
del investigador-docente, (b) trabajo individual o en pequefios grupos, y (c) discusiones generales
en las que los estudiantes podian presentar sus ideas, interpelar a otro estudiante para que diera
alguna explicacion o hacer una sugerencia para mejorar la respuesta o generalizacion propuesta.

Las fuentes de informacion en la recogida de datos son tres: (a) hojas de trabajo, (b) grabaciones de
video con camara fija ubicada al final de la sala de clases, y (c) grabaciones con una camara movil
que capto el trabajo realizado por algunos estudiantes.

Las tareas trabajadas en las cuatro sesiones estan disefiadas considerando el modelo de
razonamiento inductivo de Cafadas y Castro (2007). Este modelo esta compuesto por siete pasos
que permiten obtener una relacion general a partir del analisis de casos particulares, la deteccion de
elementos comunes entre ellos, la formulacion de una conjetura y su posterior comprobacion.

En las primeras tres sesiones las cuestiones planteadas en las hojas de trabajo refieren, en primer
lugar, a casos particulares no consecutivos, seguidamente a casos lejanos y, finalmente, a la
generalizacion de la relacion funcional. En las dos primeras sesiones las situaciones consideradas
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involucran las funciones f(x)=2x+1 y f(x)=x+3. En las sesiones 3 y 4, objeto de analisis en este
trabajo, las tareas refieren a una misma situacion (ver Figura 1) basada en la funcion f(x) = 2x.

Isabel esta preparando su fiesta de cumpleafios. Comienza organizando las mesas y las cajas de
sorpresas para sus invitados. Ella junta algunas mesas formando una fila y coloca las cajas en los
lados, tal como se muestra en la imagen.

Figura 1. Situacion-Contexto de las tareas de las sesiones 3y 4

En la sesion 3, la investigadora-docente presento la situacion mostrando iméagenes de las mesas y
cajas de sorpresas, las que peg6 una a una en la pizarra hasta obtener la misma representacion que
se muestra en la Figura 1. La primera fase del proceso de generalizacion (identificar elementos
comunes entre los casos particulares presentados) se realiz6 de forma grupal con todo el grupo clase
considerando cuatro casos particulares. Establecieron la relacion entre la cantidad de mesas y cajas
de sorpresas y registraron los casos en una tabla. Enseguida, en pequefios grupos, realizaron los dos
procesos de generalizacion restantes: trabajar con casos lejanos y generalizar. Completaron la tabla
que se muestra en la Figura 2 y explicaron de modo general qué debian hacer para conocer la
cantidad de mesas y de cajas. La sesion finaliz con una discusion grupal en la que los estudiantes
compartieron sus respuestas a estas tareas.

Completa la tabla con la informacién que falta.
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Figura 2. Tareas propuestas en el trabajo en pequefios grupos durante la sesion 3

En la sesion 4 se plantearon tres tareas dirigidas a que elaboraran argumentaciones de validacion, es
decir, que se expresaran a favor o en contra de las ideas propuestas. En la primera tarea analizaron
casos sugeridos en una tabla y argumentaron si las relaciones eran verdaderas o falsas (ver Figura 3,
parte izquierda). En la segunda tarea, cada estudiante escribié un mensaje explicando cémo conocer
la cantidad de cajas en dos supuestos: cuando la cantidad de mesas era mil y cuando era una
cantidad desconocida representada por la letra “Q”. Esta actividad se llevd a cabo durante una
discusion grupal, por turnos cada estudiante expreso su explicacion y luego otro estudiante sefialo si
estaba de acuerdo o no con esta. En la tercera tarea volvieron a analizar sentencias y argumentar si
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eran verdaderas o falsas, en esta ocasion algunas de las sentencias involucraban el uso de letras (ver
Figura 3, parte derecha).

Numero de Numero de Explicacion
mes: caja

* " 1. La cantidad de mesas es el doble que la cantidad

- g M de cajas
1.000 . "]‘f‘zzﬁsd“ = vI|F Jas. - . .
o 2. Cuando Isabel utiliza 11 mesas necesita 21 cajas.
: o s 3. Cuando Isabel utiliza 4 mesas necesita 2x4 cajas.
Pyl 5. Cuando Isabel utiliza Z mesas necesita 2xZ

Figura 3. Ejemplos de tareas de la sesion 4 (parte izquierda: tarea 1, parte derecha: tarea 3)
Anélisis de datos

Se analizaron las videograbaciones y sus respectivas transcripciones. La unidad de analisis
considerada son las discusiones grupales. Caracterizamos las respuestas de los estudiantes segun su
grado de sofisticacion atendiendo a la relacién entre los siguientes puntos: (a) si se refieren a lo
indeterminado, (b) si lo nombran de manera explicita, y (c) si explican la relacion matematica entre
las variables. En este Gltimo punto, consideramos los elementos matematicos que mencionan: el
conteo, la adicidn, la multiplicacion, entre otros. EI modo de expresar la generalidad en su mayoria
fue verbal, sin embargo, en los casos que tuvimos evidencias del uso de otros sistemas semidticos,
por ejemplo, gestos o simbolos alfanuméricos, estos fueron sefialados.

En la Tabla 1, mostramos tres ejemplos organizados desde mayor a menor grado de sofisticacion.
Eos y E17 aluden a la suma, no obstante, la respuesta de Eos €s mas sofisticada pues se refiere a las
variables de forma explicita e indeterminada. Eos relaciona las variables por medio de la
multiplicacion, por lo que podria considerarse que es una respuesta mas sofisticada que la de Eogs,
ademas ambos mencionan las variables explicitamente, sin embargo, Eoz utiliza casos numéricos
particulares y no se refiere a las variables de modo general o indeterminado, tal como lo hace Eges.

Tabla 1. Ejemplos de caracterizacion de respuestas

Respuesta Variables Relacion Expresién de la
mencionadas matematica indeterminacion

Eos: YO he puesto seis, porque si las cajas Cajas Sumando de dos en  Las mesas que sean

tengo que llevarlo a las mesas que sea, pues Mesas dos

es sumando de dos en dos.

Eos: Que seis por dos, seis, por seis mesas, Cajas Seis por dos son Implicita

y dos por dos cajas, entonces seis por dos Mesas doce.

son doce.

Ei7: Sumando. 2000 Implicitas Sumando Implicita

RESULTADOS

Presentamos los resultados derivados del analisis de las discusiones grupales sobre las respuestas
obtenidas en cada una de las tres fases del proceso de generalizacion.

Identificar los elementos comunes en todos los casos

En la discusién inicial de la sesion 3, la clase discute sobre cuantas mesas hay cuando se utilizan 16
cajas. Dos estudiantes sefialan que hay diez mesas, otro siete y tres dicen que hay ocho mesas. No
obstante, al preguntarles como podrian comprobar sus respuestas o no daban argumentos o eran
muy generales. Por ejemplo, Eo2 explica por qué cree que son ocho como sigue: “Porque he sumado
las cajas y las mesas”. La discusion sobre este caso termina cuando el estudiante Ei3 al explicar por
qué hay ocho mesas basa su justificacion en el conteo y usa gestos para representar con sus dedos
las mesas. Fl sefiala: “Aqui tenemos seis. Si empiezas desde el principio te sale ocho. [Cuenta de

187



Ayala-Altamirano, C. y Molina, M.

dos en dos y utiliza los dedos para llevar la cuenta] Dos, cuatro, seis, ocho, diez, doce, catorce y
dieciséis. Te sale ocho [muestra ocho dedos]” (Ver Figura 4).

)

00:10:42

Figura 4. Estudiante E13 realizando el conteo sobre el que basa su justificacion

Cuando la investigadora-docente pregunta a la clase si estan de acuerdo con esa respuesta, sefialan
que si y completan la tabla con el numero ocho. El siguiente caso fue “tengo dos mesas, ¢cuantas
cajas necesito?”. El estudiante E1g siguiendo con el argumento dado anteriormente sefiala “cuatro,
porque he contado dos, cuatro”. Cuando se les pregunta por el nimero de mesas cuando hay doce
cajas, el estudiante Eos generaliza la relacion entre la cantidad de mesas y cajas, propone una
justificacién que se basa en las acciones antes realizadas, interpreta el conteo como la suma de dos
en dos y refiere a la indeterminacion como “las mesas que sean”. El dice: “Yo he puesto seis,
porque si las cajas tengo que llevarlo a las mesas que sea, pues es sumando de dos en dos”.

Luego de la intervencion de Eos, los argumentos mencionan otros elementos matematicos. El
estudiante E»z dice que hay seis mesas porque doce es el doble de seis. El estudiante E17 sefiala que
ha multiplicado las dos cajas por seis, el estudiante E2; dice: “es como la mitad. La mitad de doce es
seis. Entonces seis mas seis son doce” y el estudiante Eoz sefiala: “Que seis por dos, seis, por seis
mesas, y dos por dos cajas, entonces seis por dos son doce”. Este tltimo estudiante no solo explicita
la relacion matematica entre las variables, también explicita el nombre de cada una de ellas.

Extender el razonamiento mas alla del rango en el que se origind

La sesion continud con el trabajo en pequefios grupos en la tarea mostrada en la Figura 2. Tras el
trabajo escrito vuelven a compartir sus respuestas en una discusion grupal, donde se repitieron los
argumentos sefialados en la primera parte de la sesion. Algunos estudiantes responden y argumentan
correctamente, otros responden correctamente, pero argumentan usando incorrectamente la relacion
matematica. Por ejemplo, al preguntar por el nimero de mesas para dos cajas:

Eos: Uno, porque el doble de dos me da uno.

I: ¢El doble de dos es uno?

Eos: No

I: ¢Por qué no Egs?

Eos: Ella ha dicho el doble de dos, que es cuatro.
I: &Y cémo seria entonces?

Eos: Seria la mitad. La mitad de dos.

La posibilidad de expresar sus argumentos y discutirlos con otros permite clarificar el uso de
algunos conceptos matematicos y que los propios estudiantes identifiquen los errores. Sucede algo
similar en el didlogo entre Eog y E21 al explicar cuantas mesas utilizaron cuando tenian 44 cajas.

Eos: Que yo lo hice multiplicando cuarenta y cuatro y me dio veintidos.
I: ¢Y por cuanto multiplicg?
Eos: Por dos.

Ex: Eos lo que tu hiciste es la mitad. No multiplicando. Porque si lo hubieras multiplicado te
hubiera salido ochenta y ocho.
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Derivar resultados mas amplios de casos particulares.

Al final de la sesion 3 la discusion se centré en los casos con cantidades indeterminadas. A
continuacion, se muestra el dialogo entre la investigadora-docente y unos estudiantes.

l: Cuando calculamos los quinientos millones o cualquier nimero de mesas, ¢qué tenemos que
hacer para saber el nimero de cajas? ¢ Alguien me puede explicar eso? Yo le puedo decir
cualquiera de estos nimeros, el que sea. ¢ Qué teniamos que hacer para encontrar el nimero de
cajas cuando me dan el nimero que sea de mesas?

Eo2: El doble de quinientos mil [aunque se le pregunta por una cantidad indeterminada, basa su
respuesta en un caso particular]

Eis: Que yo hice... como mira si cuarenta el nimero de cajas y veinte el nimero de mesas, pues yo
he hecho, he pensado que veinte mas veinte son cuarenta y lo he sumado.

Estos argumentos no logran capturar y expresar lo indeterminado. Los estudiantes explican la
relacion matematica, pero a partir de casos particulares. Al comparar estos argumentos, el
estudiante Eo2 no nombra de manera explicita las variables involucradas en la situacién, mientras
que el estudiante Ei4 si las nombra, al referirse al nimero de mesas, al numero de cajas y la
operacion matematica que las relaciona. En este sentido, aunque ambos son argumentos basados en
casos empiricos, el del estudiante E14 es més sofisticado al mencionar explicitamente las variables.

A continuacion, se muestra el didlogo entre el estudiante E21 y la investigadora-docente, quien le
realiza preguntas que buscan lograr mayor precision en los argumentos del estudiante y generar
oportunidades para que éste se exprese de modo general.

(I ¢Cémo saber el nimero de mesas si me dicen el nimero de cajas? El que sea, cualquiera.

2. E21: Que el numero de cajas de, por ejemplo, hay quinientos millones de mesas, no pues siempre
tiene que haber méas cajas que mesas.

l: Pero si te dicen el nimero de cajas, ¢qué haces rapidamente para saber el nimero de mesas?
E21: Pues... la mitad. Pensando la mitad del nimero de cajas.

l: Cuando sabes el nimero de mesas, para saber el nimero de cajas, ¢qué haces?

E21: Multiplicando.

I: ;Cuanto?

E21: Pordos

l: ¢ Qué cosa?

© © N o g &~ w

10. E21: Quinientos millones por dos. Serian diez millones.

11. I Entonces, cuando sabes el nimero de mesas, para saber el nimero de cajas, ¢qué haces?
12. E21: Pues multiplicar.

13. I ¢Cuando sabes el numero de mesas para saber el nimero de cajas qué haces?

14. E21: Multiplico por 2 que son las cajas que hay en cada mesa.

Los argumentos dados por el estudiante E»; se refieren a las variables de modo indeterminado.
Aungue en dos momentos (lineas 2 y 10) intenta dar una explicacion refiriéndose a una cantidad en
particular, no continta dicha argumentacion y expresa de dos modos distintos la relacion entre las
mesas y las cajas. Primero establece una relacion cualitativa (linea 2) y luego menciona las
operaciones que permiten calcular cualquier nimero de mesas o numero de cajas (lineas 4 y 14).

En la sesidn 4, en la segunda tarea los estudiantes debian escribir un mensaje explicando cémo
determinar el niumero de cajas sabiendo la cantidad de mesas. En la Figura 5 se muestran las
respuestas de los estudiantes Eis y Ei7al primer caso considerado mil mesas.
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\ { =
| Cantidad de mesas |/ ! | Cantidad de mesas | i
i L j E1s T J E17

Figura 5. Respuestas estudiantes Eis y Eai7, tarea 2, sesion 4

En el siguiente dialogo la estudiante E1s llega a plantear de modo general su estrategia a partir de la
validacion de la respuesta de E17 y el contraste de ideas.

Eir: Yo he sumado mil méas mil y me ha dado dos mil.

I: ¢ Y en tu cartel dice eso? Dice solo sumando.

Ei7: Que sumé mil méas mil.

I: E1s ¢qué opinas de ese mensaje?

Eis: Que yo lo he hecho igual que ella.

l: Muestra el tuyo. Dice sumando.

Eis: Porque si suma el mismo ndmero con el mismo ndmero te sale la cantidad de cajas.

En el didlogo las estudiantes discuten sobre la validez del mensaje que dice solo “sumando”. Eis
valida esta expresion y la complementa verbalizando el célculo que deberia realizarse. Al final Eis
recurre a cantidades indeterminas y expresa de modo general el calculo, se refiere al nimero de mesas
con la frase “el mismo niimero” y se refiere explicitamente a la otra variable (cantidad de cajas).

En el siguiente caso la cantidad indeterminada se representa por la letra “Q”. La investigadora-
docente sefiala que “Q” representa un nimero que no conocen, que podria ser cualquiera. La
primera reaccién de los estudiantes fue preguntar qué significaba eso y relacionaron la letra con los
nameros quince o cuarenta. La estudiante Eo1 acepta que la letra podria ser un nimero, establece la
relacion de manera indeterminada, no obstante, deja implicitas las variables. Luego valida su
respuesta al utilizar un caso empirico, al asignar un valor a la letra Q.

Eoi: Depende, porque si es de la letra no hay mesas, pero si es de nimero. Entonces es el doble del
namero.

I: ¢Si es de letra no hay mesas?
Eou: Si no es de letra, es de cuarenta y hay 80 cajas.
l: ¢Y como sabes que hay 80 cajas?
Eoi: Porque hay el doble.
DISCUSION

Los resultados nos permiten observar como los estudiantes fueron mejorando sus argumentos para
expresar la relacion entre las mesas y las cajas. El conteo de dos en dos fue la primera herramienta
matematica que les permitié explicar y comprobar sus respuestas, luego se volvio mas sofisticado al
referirse a las relaciones de doble o mitad, llegando a mencionar de manera explicita en sus
argumentos las variables involucradas en la relacion funcional. Esto evidencia como la interaccion
social permite que los estudiantes expresen de modo mas sofisticado la generalizacion. Al incluir en
las tareas procesos de justificacion y discusion de las respuestas, ampliamos al contexto funcional
hallazgos relacionados con los beneficios de la interaccion social (por ejemplo, Chico, 2018).

También mostramos que la transicion a estrategias o formas de expresar la generalizacion mas
sofisticadas depende de cada estudiante. Ellos reconocen la equivalencia entre sumar dos veces el
mismo namero o calcular el doble, pero mencionan el que mas se ajusta a sus habilidades de
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calculo. Esto podria ser debido a que sus habilidades aritméticas estan en desarrollo, tal como lo
evidencid Schifter (2009) en el marco de la aritmética generalizada. Por ejemplo, las estudiantes E1s
y E17 en el proceso de derivar los resultados a casos mas amplios expresan la generalizacion a partir
de la suma, a pesar de que antes ya se habia verbalizado la multiplicacion. Esto se podria explicar
con lo que sefiald Eis cuando la investigadora-docente pregunta: “;Qué teniamos que hacer para
encontrar el nimero de cajas, cuando me dan el nimero que sea de mesas?”. E1s sefiala: “Depende
de como lo quieras hacer. Haciendo el doble, multiplicando, restando, sumando, como tu quieras,
pero siempre depende del que esté”. Aparentemente Eis valida la posibilidad de resolver de
multiples formas la situacion. Lo que coincide con Ei» al justificar su respuesta en la actividad que
se muestra en la parte izquierda de la Figura 3. El dice que cuando hay 5 mesas es correcto decir
que hay 5 + 5 cajas, “porque el nimero de mesas es cinco y, cinco mas cinco son diez. Lo he
comparado con el doble de cinco que es diez”.

Por otro lado, se constata que los estudiantes de primaria recurren a justificaciones empiricas como
también se observa en otras investigaciones (e.g. Blanton, 2017). Segln Lannin (2005) el uso de
justificaciones empiricas se debe a la falta de conexion con el contexto, por lo que las preguntas que
pueda plantear el profesor son fundamentales para mejorar la justificacion y expresion de la
generalizacion, tal como sucedio6 en el dialogo entre E»; y la investigadora-docente, en la fase de
derivar los resultados mas amplios. Aqui la interaccion entre el docente y el estudiante permitié que
éste lograra ser méas preciso al momento de justificar y expresar su generalizacion.

CONCLUSIONES

En esta comunicacion mostramos una propuesta de ensefianza en la que las operaciones aritméticas
se pueden interpretar como cambios. Observamos que las instancias de justificacién permitieron
que los estudiantes lograran generalizar la relacion de correspondencia entre las variables y referirse
a ella en términos de cantidades indeterminadas.

El reconocimiento de las ideas de otros ayudd a los estudiantes tanto a adoptar estrategias de
resolucion mas sofisticadas como a verbalizar sus explicaciones de modo mas preciso. El primer
caso se ve reflejado, por ejemplo, en lo sucedido cuando los estudiantes buscaban elementos
comunes al inicio de la sesién 3. Considerando la idea de contar propuesta por el estudiante E13 y
las intervenciones de otros, el estudiante Eos logra plantear de forma general la relacion entre las
variables. Luego de su intervencion el conteo se expresd6 como sumar de dos en dos, multiplicar,
calcular el doble o la mitad. Un ejemplo para el segundo caso se observa cuando los estudiantes Eos
y Eos plantean la respuesta correcta verbalizando las relaciones que se habian discutido hasta el
momento (doble y multiplicar). Si bien esto era incorrecto, las intervenciones de los estudiantes Eos
y E»1 ayudaron a verbalizar la relacion correcta.

Por otro lado, el proponer casos particulares no consecutivos propicid que los estudiantes
establecieran la relacion de correspondencia. Esto contrasta con resultados previos (Carraher y
Schliemann, 2007) que muestran que cuando los estudiantes resuelven situaciones en las que los
casos son consecutivos, tienden a analizar los datos de manera recursiva, fijando su atencion en
cada una de las variables por separado y tienen mayor dificultad para identificar como estas
covarian.

Concluimos que a medida que participaron de las actividades y justificaron sus respuestas, los
estudiantes fueron mejorando tanto su capacidad de justificar como la de expresar la generalizacion
de modo mas sofisticado. Esto extiende y coincide con lo que plantean Knuth et al. (2009) quienes
sefialan que la participacion en actividades que fomentan la justificacion logra mejorar la capacidad
de plantear la generalizacion. Al igual que Ellis (2007a), quien trabajé con estudiantes de
secundaria, al incluir el proceso de justificacion desde el inicio de la sesion de clases, en vez de solo
al final, la generalizacion fue cada vez mas sofisticada.
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Resumen

Esta investigacion tiene como objetivo caracterizar el proceso de negociacion de significados
generado cuando profesores de Comunidades de Préacticas diferentes se implican en planificar
actividades de ensefianza de manera conjunta. Los participantes fueron 21 profesores en un curso
de desarrollo profesional. Analizamos las interacciones de los profesores en los encuentros, el
diario en el que los profesores reflexionaban sobre las actividades realizadas y en 21 entrevistas a
partir de una adaptacion del método histérico-genético de Vygotski. Los resultados indican que los
procesos de negociacion entre profesores de diferentes niveles posibilitaron que se valorasen sus
conocimientos para planificar las actividades de ensefianza. Sin embargo, este proceso también
estuvo vinculado a la necesidad de resolver tensiones vinculadas a las diferentes Comunidades de
Practicas de procedencia.

Palabras clave: Planificacion de la ensefianza; desarrollo profesional; aprendizaje docente;
Comunidad de Préctica.

Abstract

The purpose of this research is to characterize the negotiation process of meanings generated when
teachers from different Communities of Practice are involved in planning teaching activities
together. Participants were 21 teachers from a professional development course. We analyzed the
interactions of the teachers in the meetings, the diary in which the teachers reflected on the
activities carried out and in 21 interviews based on an adaptation of Vygotsky's historical-genetic
method. The results indicate that the negotiation processes between professors of different levels
enabled their knowledge to be assessed to plan the teaching activities. However, this process was
also linked to the need to resolve tensions linked to the different Communities of Origin practices.

Keywords: Planning of teaching; professional development; teacher learning; Community of
Practice.

INTRODUCCION

La manera en la que los profesores piensan sobre la planificacion de la ensefianza y el disefio de las
actividades que usan en sus clases es un tema relevante en Educacion Matematica (Mason y
Johnston-Wilder, 2006; Watson y Ohtani, 2015). Ademas, como los profesores continGan
desarrollando maneras de pensar sobre la ensefianza de las matematicas es una cuestion clave en los
contextos de desarrollo profesional (Goldsmith, Doerr y Lewis, 2014). El objetivo de esta
investigacion es identificar caracteristicas del proceso de negociacion de un grupo de profesores de
Educacion Infantil (0-6 afios) y Ensefianza Fundamental (6-14 afios) al planificar actividades de
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manera conjunta. Al colocar juntos profesores de diferentes niveles educativos para pensar en la
planificacion de actividades, se crea la ocasion para estudiar su desarrollo profesional desde una
perspectiva situada del aprendizaje. Un elemento tedrico para analizar este proceso de aprendizaje
es la idea de Comunidad de Préactica, como se genera y se mantiene en el tiempo (Wenger, 2001;
Wenger, Dermott y Synder, 2002). En el ambito de la Educacion Matemaética, la idea de Comunidad
de Practica ha sido usada como referente tedrico para comprender el aprendizaje y desarrollo del
profesor (Goos, 2014; Llinares y Krainer, 2006). La nocién de Comunidad de Préctica permite
estudiar el aprendizaje docente cuando se comparten necesidades y saberes. Las investigaciones
previas han mostrado que la constitucion de una Comunidad de Préactica, cuando estudiantes para
profesor estan intentando aprender sobre la ensefianza de las matematicas, se da en la medida en
que identifican objetivos comunes, generan espacios de intercambio y desarrollan sistemas de
simbolizacion compartidos (Bonilla, Romero, Narvdez y Bohorquez, 2015; Llinares, 2002).
Ademas, cuando se colocan profesores desde diferentes Comunidades de Practica (como en esta
investigacion con profesores desde diferentes niveles educativos), la nocion de relacién entre
diferentes Comunidades de Practica permite estudiar el aprendizaje de los profesores y comprender
la compleja relacién entre la teoria (en nuestro caso, la que proporciona el curso de desarrollo
profesional) y la practica (la ensefianza realizada en las aulas) (Solomon, Eriksen, Smestad, Rodal y
Bjerke, 2017; Wenger, 1998).

MARCO TEORICO
Comunidad de practica

Las Comunidades de Practica, segun Wenger et al. (2002), “son grupos de personas que comparten
una preocupacion, un conjunto de problemas o una pasion por un tema y quieren profundizar sus
conocimientos y experiencia en esta area, interactuando sobre una base continua” (p. 4). En una
Comunidad de Practica, un grupo de personas interactian, aprenden juntas y construyen relaciones,
lo que lleva a desarrollar la sensacion de pertenencia y de compromiso mutuo con el grupo. Wenger
(1998) subraya dos ideas: el aprendizaje como una participacion creciente en préacticas situadas
socialmente, y el aprendizaje como el desarrollo de una identidad en el contexto de una comunidad
de préactica. Una idea que ha puesto de manifiesto usar la nocién de Comunidad de Préctica para
analizar el aprendizaje y desarrollo de los profesores de mateméticas son los movimientos de
interseccion y relacion conflictiva entre diferentes Comunidades de Practica (Solomon et al., 2017,
Wenger, 1998).

En este estudio nos centramos en la relacién entre tres Comunidades de Practica: profesores que
ensefian matematicas en Educacion Infantil (0-6 afios) y profesores que ensefian matematicas en los
afios iniciales (6-10 afios) y en los finales de la educacion bésica (10-14 afios) (RS, Brasil). En este
contexto, estamos interesados por el significado de las actividades para la ensefianza v,
consecuentemente, por el proceso de negociacion de significados que se desdobla en el modo de
participacién y reificacion. La negociacion de un significado es un proceso productivo (Llinares,
2002). Wenger (2001) indica que esta negociacion no requiere construir un significado de cero, ya
que “El significado no es preexistente pero tampoco es simplemente inventado. El significado
negociado es a la vez historico y dinamico, contextual y anico” (p.78). Este proceso de negociacion
de significado puede ser entendido por la dualidad establecida entre la participacion y la reificacién.

La participacion se caracteriza por la posibilidad de reconocimiento mutuo entre los participantes,
llegar a compartir modos de representacion de la realidad y comprender el foco de atencion que
justifica la participacion en la actividad (en esta investigacion, el disefio de actividades para la
ensefianza). La reificacién puede ser entendida, en general, como el proceso de dar forma a la
experiencia particular de cada sujeto al plasmar esa experiencia en “cosas”. Este término hace
referencia tanto al proceso y al producto de los mismos. Sin embargo, “los productos de la
reificacion no son simples objetos concretos, materiales, sino reflejos de esas practicas” (Wenger,
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2001, p. 87). El proceso de reificacion en la formacion docente puede ser entendido como el
proceso de estudiar, planificar, discutir y desarrollar las actividades de ensefianza (como es el caso
de la planificacion de la ensefianza). La participacion y la reificacién forman una amalgama entre
ellas siendo imposible comprender una sin comprender la otra. Esta base teorica se relaciona con la
Teoria Historico-Cultural (Vygotski, 1998, 2009), que sefiala la importancia de la interaccion entre
los sujetos como elementos que posibilitan la adquisicion y el intercambio de nuevos saberes, 1o
que favorece el aprendizaje docente.

Vygotski (2005) puntualiza que la tarea del profesor es desarrollar capacidades particulares de
pensar en campos diferentes y modos distintos de concentrar la atencion sobre diferentes materias.
Esta perspectiva teorica permite identificar como el profesor, en un proceso de negociacion de
significado al planear situaciones de ensefianza, se apropia de un modo general de ser profesor que
ensefia Matematicas (identidad en el sentido de Wenger). Desde la perspectiva de la formacion de
profesores, las ideas de participacion y reificacion que constituyen los procesos de negociacion de
significados ayudan a organizar las acciones en el grupo (ciclo formativo) y a analizar las
interacciones entre los profesores (investigacion).

Desde estas referencias tedricas y en el contexto descrito nos planteamos la siguiente pregunta de
investigacion:

¢Qué caracteristicas del proceso de negociacion se generan durante la tarea planificar
conjuntamente actividades para la ensefianza por parte de profesores de Educacion Infantil y
Ensefianza Fundamental - afios iniciales y afios finales -?

METODO
Participantes y contexto

Participaron 21 profesores, que ensefian Matematicas en Educacion Infantil (0-6 afios) y en la
Ensefianza Fundamental (afios iniciales, de 6 a 10 afios; y afios finales, de 10 a 14 afios), de escuelas
municipales, estatales y privadas de Santa Maria — RS (Brasil), matriculados en un curso de
formacion de profesores. Estos profesores tenian diferentes afios de experiencia en la ensefianza
(desde 2 afios hasta 23 afios) y diferente formacion académica (Tabla 1).

Tabla 1. Formacion académica de los profesores participantes

Ensefianza Fundamental

Educacioén Infantil

Afios iniciales Afios finales
Formacién Pedagogia Pedagogia Matematicas
NUmero profesores 7 11 3

El curso de formacion de profesores estaba compuesto por 14 sesiones en dos ciclos centrados en el
sistema de medidas (7 sesiones) y geometria (7 sesiones). Cada uno de estos ciclos esta compuesto
de seis momentos: a) Estudio de la construccion logica e historica del concepto; b) Estudio del
contenido matematico especifico; c¢) Planificacion de actividades de ensefianza; d) Discusion
colectiva de la planificacion de actividades de ensefianza realizada; €) Implementacion en el aula de
la planificacion de actividades de ensefianza consensuada; y f) Evaluacion de la implementacion
realizada en el aula.

En este estudio nos centraremos en el ciclo con foco los sistemas de medida y, dentro de este ciclo,
en el primer y tercer momento. En el primer momento de este ciclo, estudio tedrico sobre la
construccién légica-histérica del concepto y de los conceptos ligados al Sistema de Medidas, los
profesores participantes trabajaron en gran grupo. En el tercer momento del ciclo, la planificacion
de actividades de ensefianza, los profesores se organizaron en cuatro grupos. Cada grupo estaba
formado con al menos un profesor de Educacion Infantil, uno de los afios iniciales de la ensefianza
fundamental y uno de los afios finales.
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Instrumentos de recogida de datos

Los datos son las grabaciones de audio de las cuatro sesiones realizadas en el momento uno y tres
(interacciones de los profesores en las diferentes sesiones), los diarios que escribian los
participantes, y en el que incluian sus reflexiones sobre los encuentros y como estos impactaban en
sus clases de Matematicas, los productos generados en las diferentes sesiones y, por altimo, las 21
entrevistas realizadas con el objetivo de conocer la trayectoria formativa y profesional de los
participantes. Las entrevistas se realizaron a lo largo del curso de formacion de acuerdo con la
disponibilidad de los profesores.

Analisis de los datos

Para analizar los datos, utilizamos una adaptacion del método de Vygotski (2009), basado en cuatro
pasos y con el objetivo de identificar un conjunto de evidencias (unidad de analisis) que pueden
apoyar una idea explicativa del fendmeno estudiado (Figura 1).

Agrupacién de las
subunidades
p—— Identificacion de hechos Surgimento de
> de los >> Entrevistas >> 1};%‘:5;’;3:>; reveladores sobre el IH  subunidades a partir de
encuentros aprendizaje docente los hechos relevantes

Unidades de Analisis

Figura 1. Pasos adoptados para la recogida y andlisis de los datos

Una unidad de analisis es un conjunto de evidencias procedentes de las tres fuentes (Figura 1, paso
1), en el que los profesores se referian a un tema en particular que implicaba la necesidad de
negociar significados. Una vez identificados los temas alrededor de los cuales los profesores
negociaban los significados, centramos nuestra atencion en como los profesores manifestaban
implicacion mutua y donde utilizan sus saberes especificos (instrumentos conceptuales) para dar
respuestas a una situacion dada (Figura 1, paso 2). La identificacion de estos temas permite
agruparlos por recurrencia, y reconociendo intercambios especificos (foco de atencion) (Figura 1,
pasos 3). Finalmente, intentamos generar una inferencia explicativa de lo observado (Figura 1, paso
4).

RESULTADOS

El analisis nos permitié identificar dos aspectos que caracterizaron el proceso de negociacién de
significados: la percepcion de cada profesor del conocimiento de matematicas especifico para la
ensefianza; y coémo las Comunidades de Practica de procedencia definian los procesos de
negociacion generados, el momento de consensuar la metodologia de la clase, y la concrecion de la
actividad y su metodologia para cada nivel de escolaridad (infantil, inicial o final).

Negociacion sobre la planificacion de actividades de ensefianza

En la negociacion centrada en la planificaciébn de una situacion de ensefianza, se puso de
manifiesto: la necesidad de profundizar en los conocimientos relativos a las Matematicas, y la
influencia del estudio de la construccion histérica del conocimiento matematico en la planificacion
de la actividad de ensefianza.
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Percepcion de sus conocimientos

Los profesores de Educacion Infantil y de los afios iniciales de Ensefianza Fundamental, que tenian
una formacion inicial en Pedagogia (que se identificaran en los didlogos con una P), manifestaron la
necesidad de profundizar en los conocimientos matematicos especificos cuando planificaron las
actividades de ensefianza (momento tres), tal como se evidencia en siguiente didlogo:

1. Investigador: En nuestro proximo encuentro, ;podemos empezar a planificar?
Jasmin (P): No, necesitamos estudiar.

Margarida (P): Yo también lo creo.

2

3

4. Rosa (P): Creo que tenemos que estudiar.
5. Jasmin (P): Tenemos que estudiar un poco.
6

Rosa (P): Si, la parte de las transferencias alli (refiriéndose a las transformaciones de unidades).
7. Varios (P): Si.

Sin embargo, los profesores formados en Matematicas (que se identificaran en los dialogos con una
M), ensefianza fundamental - afios finales, no manifestaron tal deseo, de lo que se podria inferir que
estos profesores entienden gue ya conocen los contenidos matematicos. Sin embargo, muchas veces
a estos profesores no les preocupan los significados de los conceptos y procedimientos.

La necesidad de profundizar en los conocimientos se manifestd cuando se concluyo el estudio de la
construccion histérica del conocimiento matemético (momento uno). En este momento, se
evidencid que los profesores con formacion inicial en Pedagogia tenian un conocimiento sobre la
construccion de los conocimientos matematicos basado en el sentido comun, tal como se muestra en
el didlogo del investigador con tres de estas profesoras. Estas profesoras se refieren a ejemplos de lo
cotidiano al pensar en como surgi6 la Matemética (que pueden estar relacionados con las
actividades identificadas por Bishop, 1991):

8. Investigador: ;Alguien tiene alguna otra idea, de cémo surgieron las ideas matematicas?

9. Violeta (P): Porque la Matemaética esta intrinseca en la vida de la gente, nimero siempre, es el pie, el
namero del calzado, la ropa, el nacimiento, el afio de la fecha y asi sucesivamente.

10. Tulipa (P): (...) medir, para contar y eso es Matematicas.

11. Rosa (P): La cuestion del contar, para contar el rebafio, se hacia en cuerdas, cada nudo en la cuerda
representaba un animal, eso es una forma de registro, no se tenia los nimeros, pero era una
forma de contar.

Por el contrario, los profesores cuya formacién es matematica (M) se fijaron en el contenido
formalizado de la Matematica. Por ejemplo, el profesor Cravo, ante el comentario de la profesora
Rosa, hace una distincién entre las acciones constitutivas de la idea de numero (Bishop, 1991) y la
formalizacion matematica de dicha idea.

11. Rosa (P): La cuestion del contar, para contar el rebafio, se hacia en cuerdas, cada nudo en la cuerda
representaba un animal eso es una forma de registro, no se tenia los nimeros, pero era una forma de
contar.

12. Cravo (M): ¢Pero eso es Matematica o una correspondencia? Cada tramo significa un animal,
entonces puede ser una correspondencia uno a uno.

Este didlogo muestra como los profesores definen los topicos de intercambio y se relacionan
considerando sus conocimientos previos. Se establece de esta manera un proceso de implicacion
mutua, con foco en la tarea propuesta, caracterizado por los diferentes conocimientos de los
participantes al proceder de diferentes Comunidades de Practica (Educacion Infantil y Ensefianza
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Fundamental, afos iniciales y finales) posibilitando que los profesores puedan alinear sus acciones
e intenciones en relacion al objeto que va a ser estudiado (Solomon et al, 2017).

Influencia de la construccién del conocimiento matemético en la planificacion de la actividad de
ensefianza

En la planificacion de las actividades de ensefianza se puso de manifiesto la influencia que habia
tenido el estudio de la construccion del conocimiento matematico.

Los profesores identificaron que los conocimientos sobre la construccion de los conceptos
matematicos pueden ser una herramienta importante para la ensefianza, tal como evidencia el hecho
de que dos de los cuatro grupos de trabajo utilizaron elementos de la historia de la Matematica para
planificar su actividad de ensefianza (Figuras 2 y 3). Uno de estos dos grupos planifico una
actividad de ensefianza donde abordaron la historia del tiempo a través de un teatro donde los
propios alumnos fueron los actores (Figura 2, parte izquierda). El otro grupo también planifico la
historia del tiempo, pero en este caso se les propuso a los alumnos que vieran una obra de teatro
sobre el tiempo (Figura 2, parte derecha).

VERYS N RGen
But® Bhox

Figura 2. Registro sobre la planificacion de la actividad ensefianza sobre la historia del tiempo

Esta idea de utilizar la historia de la Matematica surgi6é de los profesores de Educacion Infantil.
Estos manifestaron en sus diarios que el estudio sobre la construccion de los conceptos matematicos
les proporciond una nueva percepcion sobre la Matematica (Figura 3).

Aunque esta idea surgio de los profesores de Educacion Infantil, los profesores de Ensefianza
Fundamental, afios finales, también reconocieron la importancia del conocimiento sobre la
construccién de las nociones matematicas para la elaboracion de la actividad de ensefianza.
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Traduccion

“Creo que ellos [estudios de la parte historica de la
Matematica] favorecieron una nueva percepcion
de la Matematica. Mirar la Matematica con
cuidado a los hechos histdricos y también con
mayor sentido critico”

Si, algunas cosas, entre ellas la historia veridica
de la historia del tiempo

Figura 3. Registro del diario de la profesora Violeta

Este elemento demarca que, al negociar significados en un contexto de una Comunidad de Practica,
los profesores tienen un proceso de participacion y reifican esos conocimientos al disefiar una
actividad de ensefianza que es coherente con su actividad docente. Ademas, estos significados se
apoyan en un proceso que se deriva de la necesidad de compartir recursos y dominios de interés
(Bonilla et al., 2015).

Momentos en los que las Comunidades de Préactica de procedencia definian los procesos de
negociacion
Necesidad de consensuar la metodologia a usar

En la negociacion de significados generados en el momento 3 centrado en la planificacion de las
actividades de ensefianza, se puso de manifiesto la necesidad de consensuar la parte metodoldgica.
Inicialmente los profesores estaban centrados en sus ideas sin estar abiertos a las que proponian sus
colegas. Por ejemplo, el siguiente intercambio en el que la profesora Azaléia (lineas 19 y 21) no
tiene en cuenta la propuesta de la profesora Camélia (lineas 16 y 20), que plantea nuevos
materiales:

13. Girassol (P): Como tenemos que trabajar las matematicas en cada nivel pensé en hacer un calendario.

14. Azéleia (P): Cada uno teniendo el suyo, para que ellos entiendan, sepan que cada mes corresponde a
un ndmero.

15. Orquidea (P): ¢No habiamos pensado en introducirlo con una historia?

16. Camélia (P): Hay una historia que habla de los dias de la semana, de los meses, de aquella coleccion
de los bichitos.

17. Azaléia (P): Este calendario puede implicar los dias de la semana, los meses, las estaciones.

18. Orquidea (P): Si, pero mi pregunta es, ;,cémo vamos a introducirlo?

19. Azaléia (P): Siempre hay algo para introducirlo, un libro, una historia, s6lo que no recuerdo nada.
20. Camélia (P): Hay un libro de los dias de la semana, de las estaciones.

21. Azaléia (P): Voy a buscar en Google.

La metodologia fue propuesta por los profesores de Educacion Infantil y de los afios iniciales. El
profesor de los afios finales de cada grupo solo participd en la planificacion en lo relativo a los
contenidos matematicos. Es como si estos profesores no se sintieran legitimados para pensar en
estrategias para introducir un determinado contenido.
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En la identificacion de la metodologia se mostraron las caracteristicas derivadas de las
Comunidades de Préactica de origen al buscar relacionar teoria y practica. Este dato evidencia que
para el profesor de los afios finales el conocimiento especifico tiene un peso mayor que el
conocimiento pedagogico, lo que parece indicar que al pensar sobre la ensefianza lo importante es el
contenido y no la metodologia.

Planificacion de actividades de ensefianza para cada curso/afo

Los profesores de Educacion Infantil y de afios iniciales y finales de Ensefianza Fundamental
eligieron un motivo inicial para la actividad y luego cada uno de ellos la particularizaba para sus
clases, tal como se evidencia en el dialogo adjunto.

22. Orquidea (P): Solo que las estaciones entrarian mas en mi tercer afio, para ellos serian méas la nocién
de dia.

23. Camélia (P): ¢Pero no daria para presentar las estaciones del afio para ellos?

En el proceso de negociar la particularizacion de las actividades en cada curso se constata que los
profesores pueden no tener una vision global sobre el curriculo, lo que los lleva a centrarse
solamente en el afio o clase en la que actian. Es decir, parece constatarse una falta de visién de
conjunto tanto del curriculo escolar como de la construccion de los contenidos matematicos. Esta
falta de percepcion es un elemento central para tener una ensefianza fragmentada.

CONCLUSIONES Y DISCUSION

Esta investigacion busca identificar caracteristicas del proceso de negociacion de significados que
se genera en un curso de formacion donde los profesores proceden de diferentes Comunidades de
Practica (infantil, inicial y final del sistema educativo de RS - Brasil). Este contexto es importante
pues la identidad del sujeto va configurandose en relacion con las Comunidades de Préctica y del
grado de participacién que se tiene con las mismas (Garcia, 2013). En particular, la planificacion de
las actividades tuvo como limite las normas y curriculo desde cada nivel educativo y que corrobora
lo que puntualiza Solomon et al. (2017) cuando se genera un espacio de interaccion entre
Comunidades de Précticas diferentes, como se evidencia en las interacciones analizadas en la
seccion de resultados.

Nuestros resultados muestran dos ideas. En primer lugar, entendemos que la constitucion de una
Comunidad de Practica en este curso de formacion fue posible ya que todos tenian una
preocupacion comun: mejorar la ensefianza de Matematicas. Con ello, se defini6 un dominio
delimitado que posibilitd la interaccion sobre objetos especificos y, por tanto, la reificacion de la
planificaciéon de la ensefianza como un instrumento en manos del profesor para apoyar el
aprendizaje de sus alumnos.

En segundo lugar, el momento de estudio de construccion historica del concepto permitio a los
profesores compartir diferentes perspectivas sobre el conocimiento matematico, ya que muchos de
ellos tenian un conocimiento con base en el sentido comun (profesores de Educacion Infantil) o en
los conocimientos mas formalizados, sin reconocer lo que origind estos conceptos (profesores de
Ensefianza Fundamental, afos finales). Estas constataciones son reflejos de la formacion previa de
estos profesores (Libaneo, 2004).

Al planificar situaciones de ensefianza de forma colectiva se evidenciaron aspectos importantes,
como la necesidad de profundizar en sus conocimientos, de consensuar la metodologia, ademas de
traer a la superficie la necesidad de tener una vision mas general sobre el curriculo. Entendemos que
ese espacio fue rico pues posibilité que esos profesores reflexionasen sobre la complejidad de la
docencia. Esto fue posible por su proceso de participacion lo que les permitid reconocerse
mutuamente como sujetos pertenecientes a la Comunidad y dotados de conocimientos distintos, lo
que implicaba un intercambio de modos de actuar en el proceso de negociacion. En este sentido,
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corroboramos las ideas de Lautenschlager (2012) al sefialar la importancia de los espacios de
formacion de profesores para favorecer el intercambio de experiencias y discusiones del propio

grupo.
En general, este estudio recoge tres aspectos sobre el aprendizaje de los profesores:

e El aprendizaje a partir de la interaccion entre profesores de diferentes niveles, que impactd
en la formacion y en los conocimientos de todos los involucrados.

e La elaboracion de las actividades de ensefianza que posibilitd dos aspectos distintos. El
primero, se refiere al hecho de que el profesor puede identificar hasta qué punto sus
conocimientos son suficientes para la elaboracién de la actividad de ensefianza. El segundo,
se refiere a como la interaccion entre sujetos con formaciones distintas puede favorecer el
compartir modos diferentes de pensar sobre la ensefianza y sobre como organizar esta.

e El proceso de negociacion de significados que se apoy6 en el proceso de participar y genero
la posibilidad de reificar la idea de “planificacion de las actividades”.
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Resumen

El uso de fuentes historicas ha demostrado ser una herramienta muy atil en la formacién del
profesorado. En este trabajo, presentamos algunos resultados obtenidos tras el disefio e
implementacion de una actividad basada en un problema aritmético extraido de un libro de texto
esparfiol del siglo XVI. La actividad se llevd a cabo con 48 profesores de educacion secundaria
matriculados en un méster on-line. Nos centramos en la parte de la actividad relacionada con la
generalizacion. En particular, analizamos la relacion entre el nivel de algebrizacion de la solucion
dada por los participantes al problema y su capacidad para dar un enunciado y una solucion
generales al problema planteado.

Palabras clave: fuentes historicas, formacion de profesorado, generalizacion, niveles de
algebrizacion.

Abstract

The use of historical problems has been proved a very useful tool in teacher training. In this paper,
we present some results obtained after the design and implementation of an activity based upon an
arithmetic problem from a Spanish 16th century textbook. The activity was conducted with 48
secondary education teachers enrolled on an on-line Masters’ degree. We focus on the part of the
activity related to generalization. In particular, we analyze the relationship between the algebraic
reasoning level of the participants’ own solutions to the problem and their ability to provide a
general statement and solution of the proposed problem.

Keywords: historical sources, teacher training, generalization, algebraic reasoning levels.
INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Uno de los posibles modos mediante los cuales la historia de las matematicas puede integrarse en la
educacion matematica es a través del uso de problemas historicos y, en particular de problemas
“con soluciones ingeniosas, alternativas o ejemplares” (Tzanakis et al., 2000, p. 224). En el ambito
concreto de la formacion de profesorado, Mosvold, Jakobsen y Jankvist (2014) muestran como los
distintos dominios del modelo MKT (Mathematical Knowledge for Teaching) pueden beneficiarse
de un buen uso de la historia de las matematicas.

En este trabajo, en el que utilizamos la historia de las matematicas como herramienta (Jankvist,
2009), disefiamos e implementamos en un contexto de formacién de profesorado una actividad
basada en un problema aritmético extraido de un libro de texto espafol del siglo XVI. El objetivo
principal de nuestra investigacion consiste en estudiar si existe relacion entre el modo en que los
participantes resuelven el problema planteado y su capacidad para generalizar el enunciado y la
solucion del mismo. Mas en concreto, pretendemos analizar la dependencia entre el nivel de
algebrizacion de la solucion del participante, el tipo de generalizacion dada y el registro semidtico

Barreras, A. y Oller-Marcén, A. M. (2019). Formacion de profesorado de secundaria. Trabajando la generalizacion a
partir del uso de fuentes histdricas. En J. M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-Escolano y A. Alsina (Eds.),
Investigacion en Educacién Matematica XXIII (pp. 203-212). Valladolid: SEIEM.
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(lenguaje natural o lenguaje algebraico) utilizado en la misma. Este objetivo se enmarca dentro de
un problema de investigacion mas amplio que consiste en el estudio de la viabilidad del uso de
fuentes histéricas para el disefio de actividades de formacién de profesorado que permitan trabajar
diversos aspectos del MKT.

MARCO TEORICO

Entendemos el concepto de generalizacion como “el proceso por el que se aplica un argumento
dado en un contexto mas amplio” (Harel y Tall, 1991, p. 38). Ellis (2007) presenta una
categorizacion, obtenida a partir de un estudio empirico, de las actuaciones llevadas a cabo por
estudiantes al enfrentarse a tareas de generalizacion. Esta autora distingue inicialmente entre
acciones de generalizacion (acciones llevadas a cabo por el estudiante en sus intentos de
generalizacion) y generalizaciones de reflexion (que implican la habilidad del estudiante para
identificar o usar las generalizaciones que ha creado). Dentro de las acciones de generalizacion, se
distinguen tres tipos de acciones: relacionar, buscar y extender. Por Gltimo, en relacion con la
accion de extender, se distinguen cuatro fendmenos no excluyentes que describimos en la Tabla 1.

Tabla 1. Fendmenos asociados a la accién de extender (Ellis, 2007, p. 235)

Extension del rango de aplicabilidad Aplicacién de una propiedad a una variedad de casos mayor que
(ERA) aquella que la originé
Eliminacion de casos particulares Eliminacion de detalles concretos con vistas a generar nuevos casos
(ECP)
Operacion (O) Operar sobre un objeto para generar nuevos €asos
Continuacion (C) Repetir un patron existente para generar nuevos casos

Los procesos de generalizacion constituyen un aspecto nuclear del &lgebra (Strachota, 2016) en
cualquiera de sus distintas concepciones posibles (Usiskin, 1988).

Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray y Lasa (2015) proponen un modelo para caracterizar el
razonamiento algebraico consistente en 7 niveles (ver Tabla 2) que se distinguen por el tipo de
objetos algebraicos presentes, el tratamiento aplicado a dichos objetos y el tipo de lenguajes
utilizados.

Tabla 2. Niveles de algebrizacion propuestos por Godino et al. (2015, p. 136)

Nivel 0 Aritmético

Nivel 1  Proto-algebraico incipiente
Nivel 2  Proto-algebraico intermedio
Nivel 3 Algebraico consolidado

Nivel 4 Uso de parametros
Nivel 5 Manipulacién de parametros
Nivel 6 Tareas estructurales

En el nivel 0 (el mas bajo) aparecen numeros particulares con los que Unicamente se opera
utilizando lenguaje natural, numérico, iconico o gestual. En el nivel 6 (el méas alto) se estudian las
estructuras algebraicas. Los niveles 0 a 3 son propios de la Educacion Primaria, mientras que los
niveles 4 a 6 son especificos de la Educacion Secundaria.

Este modelo tiene implicaciones en la formaciéon del profesorado (Godino, Aké, Gonzato y
Wilhelmi, 2014) y, de hecho, ha resultado una herramienta util tanto para el analisis de tareas
escolares (Castro, Martinez-Escobar y Pino-Fan, 2017) como de las producciones de alumnos
(Burgos, Beltran-Pellicer y Godino, 2018; Burgos, Giacomone, Beltran-Pellicer y Godino, 2017).

METODO Y MUESTRA

El problema elegido para la actividad proviene de la Conpusicion de la arte de la arismetica y
juntamente de geometria (Ortega, 1512). Sobre el autor, el dominico Juan de Ortega, solo se sabe
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que naci6 en Palencia y que ensefid matematicas en Espafa e Italia (Madrid, 2016). La obra se
reedité en multiples ocasiones a lo largo del siglo XVI (Rey Pastor, 1926) y, de hecho, en 1515 se
publicd en Lyon una traduccién que supuso el primer texto de aritmética comercial escrito en
francés (Carabias, 2012). El texto consta de 204 folios organizados en 36 capitulos en los que se
tratan los contenidos habituales en una aritmética comercial del Renacimiento. Las ediciones de
1534, 1537 y 1542 incluyen un método para aproximar raices cuadradas que mejoraba a los de su
época (Barinaga, 1932). Por ultimo, la edicion de 1552 incluye una coleccion de 13 problemas
resueltos utilizando técnicas algebraicas, problemas insertados por Gonzalo Busto. Notemos que
1552 fue el afio en que se publico el primer texto en espafiol dedicado a introducir el algebra de
forma sistematica (Puig y Fernandez, 2013).

En los capitulos 14 a 17, Ortega presenta una coleccion de 34 “reglas extraordinarias” (Métin,
2018), que el autor define como “reglas fuera del modo y manera que se acostumbra a sumar y
restar [...] y que van por otras maneras muy escondidas para avisar al que poco sabe” (Ortega,
1512, fol. 60r). Se trata, en realidad, de una coleccion de problemas aritméticos resueltos de forma
descriptiva. De esta coleccion, nos fijamos en el undécimo ejemplo del capitulo 14, que
transcribimos a continuacion:

Si quisieras saber, o te fuera demandado, que cuéles seran aquellos tres nimeros que tanto valgan los
dos quintos del primero, como los tres séptimos del segundo y como los cuatro novenos del tercero,
lo harés asi. Ponlos todos como aqui veis: 2/5 3/7 4/9. Después, multiplica los cinco que estan
debajo de los dos por los 3 que estan encima de los siete, y seran 15. Los cuales 15 multiplica otra
vez por los 4 que estan sobre los 9 y seran 60, los cuales son el primer nimero. Después, multiplica
los 7 que estan debajo de los 3 por los 4 que estan encima de los 9, y serdn 28, los cuales 28 vuelve a
multiplicar por los 2 que estan encima de los 5 y serén 56. Los cuales 56 seran el segundo ndmero.
Después, vuelve a multiplicar con los 9, que estan debajo de los 4, los 2 que estan encima de los
cinco y seran 18, los cuales vuelve a multiplicar por tres que estan encima de los 7 y seran 54. Los
cuales son el tercer nimero. Si quieres ver si es verdad mira cuanto son los dos quintos de sesenta y
hallaras que son 24. Asimismo hallaras que los tres séptimos de 56 son 24 y que los 4 novenos de 54
son 24, como lo veis por ejemplo.

A partir del problema anterior, se disefid una actividad consistente en la realizacion de las tareas
siguientes:

e Tarea 1: Se proporcionaba a los estudiantes el enunciado del problema en forma
simplificada utilizando lenguaje moderno y se les pedia que lo resolvieran por cualquier
método.

e Tarea 2: Se proporcionaba a los estudiantes la solucion original del problema utilizando
lenguaje moderno y se les pedia su opinion sobre dicha solucion, que compararan su
solucién con la original y que explicaran cuél de las dos soluciones consideraban mejor y en
qué sentido.

e Tarea 3: Se pedia a los estudiantes que dieran una version general del enunciado y una regla
general para resolverlo basada en la solucion original.

En términos del modelo MKT descrito por Ball, Thames y Phelps (2008), las tareas 1 y 3 estan
relacionadas principalmente con aspectos matematicos y, por tanto, se enmarcan en el dominio
SMK (Subject Matter Knowledge). Por su parte, la tarea 2 se enmarca en el dominio PCK
(Pedagogical Content Knowledge).

La actividad se llevo a cabo durante el curso 2017-2018 con los 48 estudiantes del Méster on-line
en Didactica de las Matematicas en Educacion Secundaria y Bachillerato de la Universidad
Internacional de la Rioja, dentro de la asignatura “Didéctica de la aritmética y el algebra” por lo que
el estudio abordado es de tipo censal. La edad de los participantes variaba entre los 25 y los 56 afos
(media 37,7 y desviacion tipica 7,9) y la mayor parte de ellos (91,7%) tenia al menos 6 meses de
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experiencia ensefiando mateméticas a nivel de secundaria. La Tabla 3 recoge informacion
contextual sobre los participantes.

Tabla 3. Informacidn sobre los participantes

Sexo Nacionalidad Formacion
Hombre Mujer Espafia  Colombia Ecuador  Meéxico STEM Educacion Otros
52% 48% 17% 44% 37% 2% 61% 35% 4%

El andlisis realizado es de caracter exploratorio y descriptivo y se centra en el andlisis de los
resultados obtenidos en la realizacion de las tareas 1 y 3. En concreto, ponemos el foco en tres
variables: el nivel de algebrizacion (NA) de la solucion de los estudiantes en la Tarea 1, el tipo de
generalizacion (TG) evidenciado en la respuesta a la Tarea 3 y el tipo de lenguaje (TL) utilizado en
la respuesta de la Tarea 3. Para el estudio de la variable NA se han utilizado los niveles descritos en
la Tabla 2, para el estudio de la variable TG se han utilizado las categorias presentadas en la Tabla 1
y, finalmente, para la variable TL distinguimos entre lenguaje natural o algebraico.

RESULTADOS

En primer lugar vamos a analizar el nivel de algebrizacion de las respuestas de los alumnos a la
Tarea 1 (ver Tabla 2). En la Tabla 4 se muestran las frecuencias absolutas de cada uno de los
valores de la variable NA. Se evidencia que la mayoria de las respuestas (aproximadamente el 71%)
se reparten entre el Nivel 1 (proto-algebraico incipiente) y el Nivel 4 (uso de parametros).

Tabla 4. Niveles de algebrizacion de las respuestas

NA Numero de respuestas

Nivel 0 3
Nivel 1 19
Nivel 2 5
Nivel 3 6
Nivel 4 15

La mayor parte de las respuestas clasificadas en el Nivel 1 involucran la definicion y el uso de
incdgnitas en situaciones relacionadas con la proporcionalidad, pero sin llegar a resolver ningun
tipo de ecuacion. En la Figura 1 puede verse un ejemplo tipico de respuesta con este nivel de
algebrizacion. En ella se definen y emplean incdgnitas pero se utilizan Unicamente para representar
simbolicamente datos desconocidos.

Sean x el primer nimero

v el segundo namero

z el tercer nimero

Cumpliendo la siguiente condicion
2 _3 _4

sX=3y =32

m.c.m.de (2,34)= 12

Por ende, a cada termino se debe convertir en proporcionalidad directa al multiplicar por

(i) para obtener fracciones unitarias
(1 2 _(1)3 '_(1)4_
12)5* ~\12)7Y " \12)39°
x _y_z
. 30 28 27
Como es una proporcionalidad directa se tiene que
x =30 y =28 z=27

Figura 1. Ejemplo de respuesta con nivel 1 de algebrizacion

Por su parte, aquellas respuestas clasificadas en el Nivel 4 se corresponden con la utilizacion de
parametros. En la Figura 2 se muestra un ejemplo tipico de este tipo de respuesta. En ella se
introduce un parametro que, sin embargo, no juega ningun papel significativo en el proceso de
resolucion del problema.
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Tenemos 3 incégnitas por 2 restricciones, por lo que se trata de un sistema compatible
indeterminado con infinitas soluciones que dependen de un grado de libertad.

Asumimos x=A como grado de libertad y aislamos y y z en las ecuaciones:

_29,_ 18,9,
T3-5"T 07T 10

Si sustituimos los valores obtendremos la solucion:

Z

14 9 14 9
(x,y,2) = U»,Ei.ﬁﬁ) =1 (LE,E)

Figura 2. Ejemplo de respuesta con nivel 4 de algebrizacion

Aunque aparecen de forma casi testimonial, es interesante sefialar que existen respuestas
clasificadas en el Nivel 0. Un ejemplo aparece en la Figura 3. Observamos que, dejando de lado el
grado de correccion o adecuacion de la respuesta, no aparece ningun tipo de lenguaje simbélico y
las operaciones realizadas se efectian con nimeros particulares.

2.5 3.4 22
577 779 975
(2)(7) = (3)(5) 3)(9 =4 (4)(5) =(2)(9)
14f__(15‘_} 27)3— 28E 20 3— 182
( )9~ )9 ( 57( )5 ( )7~( )7
s6_60 54_56 60 _s4
99 55 77
955 _ ()0 9% _ (55 280 5t
()9—()9 (Js—()s ()7—()7
56 = 60 54 =56 60 = 54

Los nimeros son 60, 56 y 54 Verificacion
60E =24 56E =24 54 i)—24
(51— (7)— (9 =

Figura 3. Ejemplo de respuesta con nivel O de algebrizacion

Por ultimo, en torno a un 23% de las respuestas se engloban en los niveles 2 y 3 de algebrizacion.
La diferencia fundamental entre ambos niveles radica, tal y como se muestra en la Figura 4, en que
en el Nivel 3 se trabaja de manera conjunta con un sistema de ecuaciones mientras que en el Nivel 2
las tres ecuaciones se tratan independientemente.

1) 14x — 15y =0
2) 18x —20z =0

Numeros
&?

Expresion general

Primero
X

Segundo
¥

Tercero
z

R

Expresiones en funcion de “x” Numeros 2 ) 27 y— 28z =0

x=—x x=60

14
x—= = x y=—0:60 :y=56

Resolviendo por Gauss Jordan

5 B 1B 15
2_ 9 _ 18 18 ; . 15
S 2= 60 . z=54 (i; —015 (')70 g)_‘ 1 g 0
¢ 3¢ -—2a o/ 1B 8 -2
= 0 27 —28

0 o
-20 o]~

—-28 0/

Figura 4. Respuesta con nivel 2 de algebrizacion (izda.) y fragmento de respuesta con nivel 3 (dcha.)

Nos centramos ahora en el analisis de los resultados obtenidos en la Tarea 3. En primer lugar,
seflalamos que, de los 48 estudiantes, 39 proporcionaron algun tipo de generalizacion. Ademas, de
estos 39, 24 proporcionaron una generalizacion conjunta del enunciado y del procedimiento de
resolucion, mientras que los otros 15 solo fueron capaces de generalizar el proceso de resolucion

pero no el enunciado.
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Siendo tres cantidades X; Y3 Z proporcionales entre si, de forma que:

2/5X=3/7Y=4/9Z

Es posible encontrar dichas cantidades multiplicando el denominador de cada fraccion

con los numeradores de las otras dos fracciones.

Figura 5. Ejemplo de generalizacion del proceso de resolucion pero no del enunciado

Un ejemplo interesante de este hecho lo vemos en la Figura 5. Podemos observar como, desde el
punto de vista de la generalizacion, el enunciado es idéntico al propuesto, salvo por la introduccion
de simbolos para referirse a las cantidades desconocidas. Sin embargo, en la parte correspondiente a
la solucion si se aprecia una cierta generalizacion al utilizar el alumno la expresion genérica “cada
fraccion”.

En la Tabla 5 se muestran las frecuencias absolutas de cada uno de los valores de la variable TG
(ver Tabla 1).

Tabla 5. Tipos de generalizacién de las respuestas

TG NUmero de respuestas
ECP 24
ERAYECP 12
ECPyC 2
ERAYC 1

En la préctica totalidad de las respuestas (todas menos una) se dan evidencias de la aparicién del
fendmeno ECP (eliminacién de casos particulares) que, en esta situacion concreta se corresponde
con la sustitucion de las tres fracciones del enunciado por tres fracciones cualesquiera. De hecho, en
la mayoria de dichas respuestas este es el Gnico tipo de generalizacién que puede apreciarse. En la
Figura 6 se muestra un ejemplo.

Halla 3 niimeros tales que al multiplicar cada uno de ellos por una fraccion irreducible,

se obtenga el mismo resultado.

Si las tres fracciones por las que multiplicamos los ntimeros x, y, z son, respectivamente,
a C e

val 7 los tres ntiimeros buscados se obtendran de la siguiente forma:

x=b-c-e; y=a-d-e; z=a-c-f

Figura 6. Ejemplo del fendmeno ECP

En 12 casos nos encontramos una combinacion de los fendmenos ERA y ECP. Es decir, no solo se
consideran fracciones arbitrarias, sino que tambien se amplia el nimero de fracciones del
enunciado; tal y como se ilustra en la Figura 7.

a.- Enunciado general.

a
L. X L iell2,. iz}
Dadas las siguientes n fracciones b,
halla n ntimeros naturales X, ie {I, 2y n}
tales que verifiquen a a
—Lx =1y Viell,2,..,n-1
b i b i+l 1

b.- Resolucié 1.
esolucion genera v =b-Tla, Vie{l2.un)

Figura 7. Ejemplo de combinacidn de los fenbmenos ERA y ECP
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Por ultimo, aunque con una frecuencia escasa (3 estudiantes) cabe sefialar la aparicion del
fendomeno de Continuacion. Se establece un patron entre los numeradores y denominadores de las
fracciones del enunciado y se repite dicho patron para generar nuevos casos. En la
Figura 8 se muestra un ejemplo de este tipo de respuesta.

Considera las fracciones x/(x+3), (x+1)/(x+5), (x+2)/(x+7). Ahora, toma el x+3
de debajo del x y multiplicalo por el x+1 que hay sobre el x+5 y por el x+2 que
hay sobre el x+7. El resultado es el primer nimero buscado, a. Después,
multiplica el x+5 de debajo del x+1 por x+2 y por el x que hay sobre el x+3. Asi
obtienes el segundo ntimero, b. Por tiltimo, vuelve a multiplicar el x+7 que hay

bajo el x+2 por el x que hay sobre el x+3 y por el x+1 que hay sobre el x+5. Este

es el tercer niimero, c.

Figura 8. Ejemplo del fenémeno de Continuacion

Para terminar el analisis vamos a estudiar la posible relacion entre la variable NA y las variables TG
y TL. Para ello, como es natural, nos centramos de nuevo Unicamente en los 39 estudiantes que
proporcionaron algun tipo de generalizacion. Como hemos visto, la mayor parte de las acciones
relacionadas con la generalizacién que han sido detectadas (36 de las 39) tienen que ver solo con los
fendmenos ERA y ECP. Para facilitar el analisis y mejorar la significatividad desde el punto de
vista estadistico, hemos agrupado los valores de la variable NA en tres grupos: aritmético
(correspondiente al nivel 0), proto-algebraico (correspondiente a los niveles 1 y 2) y algebraico
consolidado (correspondiente a los niveles 3 y 4). En la Tabla 6 se muestran los datos
correspondientes. Respecto al comportamiento de la variable TL, se observa un gran equilibrio
entre el nimero de respuestas que usan solo lenguaje natural y el de las que incluyen lenguaje
algebraico.

Tabla 6. Relacion entre la variable NA y las variables TGy TL

TG TL
ERAYECP ECP Natural Algebraico
Aritmético 1 2 1 2
NA Proto-algebraico 9 7 11 5
Algebraico consolidado 2 15 6 14

Para las variables NA y TG obtenemos un valor del estadistico V de Cramer de 0,452 con una
significatividad mayor del 95%. Esto se corresponde con la existencia de una relacion moderada
entre ambas variables (Blaikie, 2003, p. 100). Asi pues, observamos que entre los alumnos cuya
solucién al problema muestra un nivel de algebrizacion mas alto se da una mayor tendencia a
generalizar inicamente eliminando casos particulares.

En el caso de las variables NA y TL el valor del estadistico VV de Cramer que se obtiene es de 0,425
con una significatividad practicamente del 95%. Aunque es algo menor, sigue correspondiéndose
con una relacion moderada entre ambas variables. Se observa una relacion directa entre el nivel de
algebrizacién y el uso de lenguaje algebraico. Sin embargo, es destacable la existencia de 6
estudiantes cuyas soluciones se ubican en nivel algebraico consolidado y que pese a ello utilizan
Unicamente lenguaje natural en su generalizacién. En la Figura 9 se muestra uno de estos casos en
el que se aprecia el alto nivel de algebrizacion en la solucion dada frente al uso de lenguaje natural
en la generalizacion.
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Figura 9. Fragmento de la solucién (izda.) y fragmento de la generalizacion (dcha.)
DISCUSION Y CONCLUSIONES

Godino et al. (2015) sefialan que los niveles de algebrizacion 0 a 3 son propios de la Educacion
Primaria, siendo los que van del 4 en adelante propios de la Educacion Secundaria. En nuestro
trabajo hemos visto que, pese a que se trataba de estudiantes con experiencia en Educacion
Secundaria, Unicamente el 31% de las soluciones dadas por los participantes en el estudio se
ubicaban en el nivel 4 de algebrizacion. En un estudio similar llevado a cabo con futuros profesores
de matematicas de Secundaria, Burgos et al. (2017) tampoco encontraron respuestas de nivel
estrictamente superior al 3. Este fendmeno quizas pueda deberse a que el enunciado del problema se
dé en un ambito puramente aritmético. También podria ser indicativo de la existencia de carencias
en el dominio SMK (Ball et al., 2008). En este sentido podria resultar de interés analizar la posible
influencia de la formacion inicial (Tabla 3) de los participantes en sus respuestas.

Teniendo en cuenta el tipo de problema propuesto, que segun la taxonomia de Ellis (2007) tiene
principalmente que ver con la accion de extender, se han identificado la mayor parte de los
fendmenos descritos por esta autora. Sin embargo, es destacable que la mitad de los alumnos no son
capaces de proporcionar una generalizacion (sea del tipo de que sea) conjunta del enunciado y la
solucién. Mas aln, 9 alumnos no son capaces de dar ningun tipo de generalizacion. A este respecto
es interesante sefialar que algunos estudiantes (ver Figura 5) identifican la generalizacion con la
mera introduccién de simbolos para denotar las cantidades desconocidas. Por otro lado, vemos que
para practicamente todos los alumnos la generalizacion pasa por la eliminacion de casos
particulares mas que por la extensién del rango de aplicabilidad. Las creencias, concepciones y
expectativas de los estudiantes en torno a la generalizacién (Strachota, 2016) pueden tener un papel
importante en la explicacion de este fendmeno.

Se ha descubierto una relacion significativa, aunque moderada, entre el nivel de algebrizacién de las
respuesta al problema y el lenguaje utilizado para expresar la generalizacion. De hecho se da una
relacion positiva entre ambas variables. Esto ilustra el hecho de que uno de los principales usos de
las variables se da en la generalizacion (Usiskin, 1988). Ademas este hecho no es sorprendente si
tenemos en cuenta que el tipo de lenguaje utilizado es uno de los rasgos definitorios de los niveles
descritos por Godino et al. (2015). También resulta interesante sefialar que en algunos casos (ver
Figura 6, por ejemplo) el tipo de lenguaje utilizado en la generalizacién del enunciado es diferente
al utilizado en la generalizacion del procedimiento de resolucion.

Por otro lado también se ha constatado la existencia de una relacién entre el nivel de algebrizacién
de la respuesta y el tipo de generalizacion. Sin embargo, en este caso la relacion se produce en
sentido inverso. Es decir, un alto nivel de algebrizacidn parece implicar una generalizacion menos
completa en el sentido de que involucra solo la eliminacion de casos particulares sin la ampliacion
del rango de aplicabilidad. De las 17 respuestas clasificadas en los niveles de algebrizacién 3 y 4,
solo 2 mostraron rasgos de ERA y ECP, mientras que entre las 16 englobadas en los niveles 1y 2,
este numero se elevo hasta 9.

210



Formacion de profesorado de secundaria. Trabajando la generalizacién a partir del uso de fuentes historicas

En este sentido, existen otros trabajos en los que se constata una cierta independencia entre la
capacidad para usar el lenguaje algebraico y la generalizacion. Por ejemplo, Zazkis y Liljedahl
(2002, p. 400) senalan que “existe un desajuste entre la capacidad de los alumnos de expresar la
generalidad verbalmente y su habilidad para utilizar el lenguaje algebraico de forma cémoda”. Sin
embargo, debemos indicar que el trabajo citado se llevd a cabo con maestros de primaria en
formacion en un contexto de generalizacion de patrones, mientras que nosotros trabajamos con
profesores de Secundaria en un dmbito aritmético. Ademas de esto, también hay que tener en cuenta
que existen trabajos que apuntan conclusiones en el sentido contrario. Por ejemplo, Richardson,
Berenson y Staley (2009) realizaron un estudio en el que la mayor parte de los futuros maestros
participantes fueron capaces de expresar sus generalizaciones utilizando notacion algebraica.

Finalmente, hemos visto que el problema planteado ha podido ser generalizado de forma
relativamente satisfactoria por una amplia mayoria de los participantes (39 de 48). Pensamos que
con este trabajo ilustramos la utilidad de trabajar la generalizacion mediante el uso de problemas
extraidos de fuentes histdricas. De hecho, los propios autores de textos antiguos parecian partir de la
idea de que a partir de la realizacion de problemas concretos era factible obtener métodos generales.
Asi lo expresaba, por ejemplo, un maestro chino del siglo 111 (Cullen, 1996, p. 74):

Un conocimiento profundo de las categorias se pone en evidencia cuando las palabras son sencillas
pero su aplicacion es amplia. Cuando te preguntas por una categoria y eres capaz de comprender una
miriada de materias, eso es lo que yo llamo entender mi via.

En cualquier caso, pensamos que el trabajo reflexivo sobre este tipo de problemas y el disefio de
actividades basadas en ellos pueden producir importantes beneficios en la formacién de profesorado
(Furinghetti, 2007).
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IDENT,IFICACI(')N Y USO DE LOS ATRIBUTOS DE LOS
POLIGONOS POR ESTUDIANTES DE TERCERO DE
EDUCACION PRIMARIA: RELACIONES IMPLICATIVAS

Identification and use of polygons attributes by third grade students of primary
school: implicative relations

Bernabeu, M., Moreno, M. y Llinares, S.

Universidad de Alicante

Resumen

El objetivo de esta investigacion es caracterizar como los estudiantes de tercer curso de educacion
primaria identifican y usan los atributos de los poligonos. Participaron 59 estudiantes que
respondieron a un cuestionario sobre poligonos disefiado ad hoc. El cuestionario incluia tareas de
reconocer atributos criticos de poligonos, identificar el atributo comun de un conjunto de
poligonos, clasificar poligonos y dibujar poligonos con condiciones. Se uso el software C.H.I1.C.
para el analisis de los datos. Los resultados muestran dos ideas. Primero, la existencia de un
proceso progresivo en cdmo los estudiantes construyen el concepto de poligono; y segundo, la
dependencia jerarquica entre los registros semioticos, desde el registro no-discursivo -dibujar- al
registro discursivo -explicar- en la comprension de dicho concepto en el proceso de identificar y
usar diferentes atributos de los poligonos.

Palabras clave: Pensamiento geométrico, aprehensiones, registro discursivo, registro no-discursivo.
Abstract

The aim of this research is to characterize how third grade’s students identify and use the attributes
of polygons. 59 students participated who answered a test about polygons designed ad hoc. The
questionnaire included tasks about recognizing critical attributes of polygons, identifying the
common attribute of a polygons’ set, classifying polygons and drawing polygons with certain
attributes. The software C.H.1.C. was employed to analyse the data. Results show two ideas. Firstly,
the existence of a progressive process on how students construct the concept of polygon; and
secondly, the hierarchical dependence between semiotic registers, from the non-discursive register
-drawing- to the discursive register -explaining- in the understanding of this concept in the process
of identifying and using different attributes of polygons.

Keywords: Geometrical thinking, apprehensions, discursive register, non-discursive register.
INTRODUCCION

Uno de los objetivos de la ensefianza de las matematicas es apoyar la comprension de los conceptos
geométricos, y de los razonamientos apoyados en estos conceptos. Uno de los conceptos
geométricos clave en la educacion primaria es el de poligono, pues el reconocimiento de los
atributos relevantes, que caracterizan su definicion, es fundamental para avanzar en la comprension
de los tipos de poligonos. Diversos autores (Battista, 2007; Clements y Battista, 1992; Satlow y
Newcombe, 1998) indican que los estudiantes inicialmente reconocen perceptualmente los
poligonos por su similitud, contindan con el reconocimiento de sus atributos y finalmente, son
capaces de usar su definicion formal. En este desarrollo, reconocer los atributos de un poligono es
un aspecto relevante para comprender el concepto de poligono (Clements, Swaminathan, Hannibal
y Sarama, 1999; Elia y Gagatsis, 2003; Levenson, Tirosh y Tsamir, 2011; Yesil-Dagli y Halat,

Bernabeu, M., Moreno, M. y Llinares, S. (2019). Identificacion y uso de los atributos de los poligonos por estudiantes
de tercero de Educacion Primaria: relaciones implicativas. En J. M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-
Escolano y A. Alsina (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XXIII (pp. 213-222). Valladolid: SEIEM.
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2016). Si bien la definicion de poligono se entiende como una porcion del plano limitado por lineas
rectas, lo que incluiria tanto a los poligonos simples como a los complejos, en esta investigacion
trabajaremos con los poligonos simples, es decir, una porcién de plano delimitada por lineas rectas
gue no se cruzan. Por lo que los atributos relevantes de esta definicion son: figura cerrada, lineas
rectas y no cruzadas. Sin embargo, la existencia de otros atributos no-relevantes, los cuales no
caracterizan la definicion de poligono, permiten tener en cuenta como los estudiantes los usan para
razonar y decidir si un poligono pertenece 0 no a una determinada clase de poligonos (Bernabeu,
Moreno y Llinares, 2018). Algunos de estos atributos no-relevantes son la concavidad/convexidad,
el nimero de lados, la existencia de ejes de simetria, el paralelismo de los lados en los cuadrilateros,
o0 la medida de la longitud de los lados o de los angulos en los tridngulos.

Algunas investigaciones previas indican que la ensefianza de la geometria, en los primeros afios, se
basa en reconocer y nombrar figuras familiares sin llegar a establecer relaciones entre ellas
(Petridou, Elia y Gagatsis, 2015; Sarama y Clements, 2009). Sin embargo, tenemos menos
informacidn sobre como los estudiantes usan los atributos reconocidos para razonar con ellos (por
ejemplo, para establecer relaciones entre las figuras). Esta investigacion intenta aportar informacion
sobre este aspecto.

MARCO TEORICO

Duval (1998) caracteriza el aprendizaje de la geometria a través de la coordinacién entre las
aprehensiones perceptiva, discursiva y operativa considerando los diferentes registros de
representacion. La aprehension perceptiva se caracteriza por la identificacion simple de una
configuracién, la aprehensién discursiva es la accién cognitiva que produce una asociacion de la
configuracién identificada con afirmaciones matematicas (definiciones, teoremas, axiomas); y la
aprehension operativa es la capacidad de modificar una configuracion, por ejemplo, cambiando la
posicién u orientacidn de esta, para resolver un problema geométrico.

Ademas, en el proceso de reconocer atributos y usarlos para razonar, es necesario coordinar al
menos dos sistemas semioticos de representacion, los registros discursivos (oral o escrito) y los
registros no-discursivos (iconicos: dibujos y bocetos a mano alzada; y los no-iconicos: figuras
geométricas construidas con herramientas) (Duval, 2017). Para Duval (2006), la comprension de las
figuras geométricas se apoya en la coordinacion de estos registros semioticos (discursivos y no-
discursivos) mediante la transformacion de dichos registros. Segin Duval (2017), existen dos tipos
de transformacién de los registros semidticos: tratamiento y conversion. El tratamiento es la
transformacion de los registros semidticos dentro del mismo registro, por ejemplo, transformando
una figura que no es un poligono en un poligono modificando los atributos necesarios. Mientras que
la conversidn es la transformacion de un registro semiotico a otro, del discursivo al no-discursivo,
sin cambiar los atributos que denotan, por ejemplo, cuando se aporta una descripcion de una figura
y los estudiantes tienen que dibujarla. O al contrario (del no-discursivo al discursivo), por ejemplo,
ante el dibujo de un triangulo que tiene dos lados iguales (registro no-discursivo) asociarlo con la
definicion de triangulo isosceles (registro discursivo).

Para poder realizar estas transformaciones el estudiante necesita realizar una deconstruccion
dimensional para reconocer las unidades figurativas de menor dimension que constituyen la figura
(Duval, 2017). La deconstruccion dimensional permite el reconocimiento perceptivo de una figura
en una configuracion de unidades figurativas de dimensiones mas pequefias, por ejemplo,
identificar como son los lados (1D) de un triangulo (2D). La deconstruccion dimensional permite
establecer relaciones entre los atributos de los poligonos para categorizarlos.

El objetivo de esta investigacion es caracterizar como los estudiantes de tercer curso de educacion
primaria identifican y usan los atributos de los poligonos.
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METODO
Participantes y contexto curricular

Los participantes de esta investigacion fueron 59 estudiantes (37 chicos y 22 chicas) de tercer curso
de educacion primaria (9 afios), pertenecientes a dos clases de un colegio publico de la provincia de
Alicante. Los estudiantes participaron en un médulo de ensefianza disefiado ad hoc centrado en los
contenidos especificos del curriculo de tercero de primaria (identificar y nombrar poligonos
atendiendo al nimero de lados, identificar la concavidad/convexidad de los poligonos y reconocer
regularidades y simetrias, entre otros), ademas de otros propios de cuarto de primaria (identificar
tipos de triangulos segun sus lados y/o angulos, e identificar tipos de cuadrilateros segun su
paralelismo). Esto permitié generar contextos en los que los estudiantes pudieran razonar con los
atributos de los poligonos.

Instrumento y procedimiento

El instrumento de investigacion consistio en un cuestionario de seis tareas relacionadas con las
figuras geométricas que favorecian la coordinacién de las aprehensiones mediante las
transformaciones de los registros semidticos y los procesos de deconstruccion dimensional de los
estudiantes. El cuestionario fue resuelto por los participantes al finalizar la instruccion.

La instruccion pretendia favorecer la comprension de los poligonos a través de la identificacion de
los atributos y el uso de estos para describirlos; asi como, la relacion entre estos para determinar la
pertenencia a una clase de poligono, identificando los atributos que comparten, para clasificarlos
usando definiciones inclusivas (por ejemplo, indicando que un tridngulo isosceles tiene dos lados
iguales, con lo que los tridngulos equilateros serian un caso particular de los tridngulos isésceles).

El cuestionario estaba formado por 6 tareas con un total de 12 items agrupados en cuatro focos:
reconocer atributos relevantes de poligonos, identificar el atributo comun de un conjunto de
poligonos, clasificar poligonos determinando la pertenencia de un poligono a una clase de poligono
y dibujar poligonos con determinados atributos. En las tareas 2, 3, 4, 5y 6 empleamos la metafora
de la Maquina de Dibujar (MD), desarrollada por Battista (2012), la cual dibujaba figuras
geomeétricas con algunas condiciones (ejemplos) y no podia hacer figuras que no cumplieran estas
condiciones (no-ejemplos).

e Reconocer atributos relevantes de poligonos, tarea 1 (items 1a, 1b, 1c, 1d y 1e)

En el item 1a, los estudiantes deben reconocer de un conjunto de 15 figuras geométricas 2D (8
poligonos y 7 no-ejemplos de poligonos) las figuras que son poligonos (figuras planas cerradas con
lados rectos y no cruzados). En los items 1b, 1c, 1d y le, los estudiantes tienen que identificar los
atributos que deben cambiarse en un no-ejemplo de poligono para transformarlo en un poligono,
aportar la explicacion de esta transformacion y dibujar el poligono. Los no-ejemplos de poligonos
presentados fueron: una figura abierta con lados curvos y cruzados (1b); una figura abierta con un
lado curvo (1c) (Figura 1); una figura cerrada con lados cruzados y un lado curvo (1d); y una figura
abierta con lados cruzados (1e).

c) La figura “P” no es un poligono. Indica con tus palabras qué cambiarias para que fuera un
poligono. Dibijalo.

N

Figura 1. item 1c
e Identificar el atributo comun en un conjunto de poligonos, tarea 2, 3y 4 (items 2, 3y 4a)
En las tareas 2, 3y 4 se presentan dos conjuntos de poligonos, un grupo formado por poligonos que
tienen un atributo comun, y otro grupo de figuras que no cumplen dicho atributo, y los estudiantes
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deben reconocer cual es el atributo coman, nombrarlo y dibujar otro poligono que pueda estar en
ese grupo (ejemplo) y otro que no pueda estar (no-ejemplo). En la tarea 2 se presenta un conjunto
de poligonos cdncavos (poligonos con al menos un angulo interno mayor de 180°) y un conjunto de
poligonos convexos (poligonos con todos sus angulos internos menores de 180°) (Figura 2); en la
tarea 3 se presenta un grupo de poligonos con seis lados y otro grupo de poligonos con un nimero
de lados diferente a seis; y en la tarea 4, en el item 4a, se presenta un grupo de poligonos con un eje
de simetria y otro grupo con poligonos sin ejes de simetria.

‘ TAREA2 ‘

Tenemos una Méquina de Dibujar que puede hacer estos poligonos. Todos los poligonos que puede hacer
tienen algo en comun.

PUEDE HACER NOPUEDE HACER

QOO
L0000

Figura 2. Tarea 2, sobre poligonos cdncavos y convexos

e Clasificar poligonos: determinando la pertenencia a una clase de poligono, tarea 4, 5y 6
(items 4b, 5y 6b)

Para clasificar poligonos, los estudiantes tienen que identificar el atributo comdn del conjunto de
poligonos (en el registro no-discursivo) o de la descripcion (en el registro discursivo), y determinar
si un poligono pertenece o no a la clase. Consideramos que se clasifican los poligonos cuando
realizan clasificaciones inclusivas. Por ejemplo, el item 4b, de la tarea 4, se basa en considerar el
rombo —figura con dos ejes de simetria- como un ejemplo de poligono con un eje de simetria. La
tarea 5 se basa en considerar un triangulo equilatero como un ejemplo de triangulo isdsceles (Figura
3); y el item 6b, de la tarea 6, en razonar si un paralelogramo —cuadrilatero con lados opuestos
paralelos dos a dos- es un ejemplo de un trapecio -cuadrilatero con dos lados paralelos-.

‘ TAREAS |

Tenemos una Méquina de Dibujar que puede hacer estos poligonos. Todos los poligonos que puede hacer
tienen algo en comtin.

PUEDE HACER NOPUEDE HACER

/lSo\ [T =

c N
s c L N
i / \/ {-/J!ﬁr
) X L
e .
a) ;Puedela Miquina de Dibujar hacer la figura “M"? ;Por qué?

£

Figura 3. Tarea 5, considerando un triangulo equilatero como un ejemplo de tridngulo isdsceles

e Dibujar poligonos con determinados atributos, tarea 6 (item 6a)

El item 6a, de la tarea 6, consiste en dibujar tres cuadrilateros con dos lados paralelos y tres
cuadrilateros que no cumplan estas condiciones (Figura 4).
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‘ TAREA 6 |

Tenemos una Miquina de Dibujar que puede hacer:

Cuadriliteros (poligenos de cuatro lados) con dos lades paralelos.

a) Dibuja tres cuadrildteros que si pueda hacer v tres cuadrildteros que no pueda hacer.

PUEDE HACER

T
(Cuadriliteros con des lados paralelos) D

(=)
(=)

Figura 4. Tarea 6, que requiere dibujar poligonos con determinadas condiciones
Anélisis
Para analizar las respuestas del cuestionario generamos 40 variables para los 12 items. Asignamos
las iniciales Po para indicar que pertenecen al cuestionario posterior al experimento de ensefianza, y

afiadimos una letra mayuscula para indicar el nimero de la tarea siguiendo el orden alfabético, por
ejemplo, latarea 1 esla A, latarea4 eslaD.

En la tarea 1 (A) (23 variables), a cada figura geométrica del item 1a (Aa) se le asign6 un namero,
por ejemplo, a la tercera figura se le asignd la variable Aa3. En los items 1b (Ab), 1c (Ac), 1d (Ad)
y le (Ae) se le asignaron dos variables a cada item, uno para la explicacion dada (el registro
discursivo) (Abl) y otro para la realizacion del dibujo (el registro no-discursivo) (Ab2).

En la tarea 2 (B), 3 (C) e item 4a (D), consideramos cuatro variables por tarea (12 variables):
explicacion del atributo comin y no-comun identificado, y el dibujo de un ejemplo que cumpla y
otro ejemplo que no cumpla el atributo comun. Asignamos la letra minuscula a para el atributo
comun que la MD puede hacer y la letra b para el atributo que no puede hacer. Ademas, afiadimos
el numero 1 para indicar la explicacién del atributo que puede y no puede hacer la MD, y el 2 para
indicar el dibujo de la figura que la MD puede 0 no puede hacer generado por el estudiante. Por
ejemplo, la variable PoBb1 indica la explicacion del atributo que la MD no puede hacer, y PoBa2
indica el dibujo del poligono que cumple el atributo comun del conjunto de poligonos que la MD
puede hacer.

A las tareas de clasificar poligonos, les asignamos una variable por cada uno de los 3 items (3
variables). Los items fueron: considerar un rombo como un ejemplo de un poligono con al menos
un eje de simetria (Dc); un triangulo con tres lados iguales como un ejemplo de triangulo con dos
lados iguales (E); y un paralelogramo como un ejemplo de un trapecio (cuadrilatero con dos lados
paralelos) (Fc).

En la tarea 6, el item 6a (2 variables), asignamos una variable para dibujar tres cuadrilateros con dos
lados paralelos (Fa) y otra variable para dibujar tres cuadrilateros que no tuvieran dos lados
paralelos (Fb).

A cada variable le asignamos un valor de 1 o O segun si el estudiante habia realizado el item
correctamente (1) o incorrectamente (0). Para el andlisis implicativo (Gras, Suzuki, Guillet y
Spagnolo, 2008) empleamos el software C.H.I.C. (Classification Hiérarchique, Implicative et
Cohesitive), versién 6.0 (Couturier, 2008). Los graficos implicativos generados muestran las
relaciones implicativas entre las variables, que dan un significado estadistico a expresiones como Z
- V: si un estudiante realiza una variable Z, puede realizar la variable V. En la seccién de
resultados describimos las relaciones implicativas identificadas al 99% de significacion. Esto
significa que los estudiantes que hayan contestado correctamente la variable Z presentan una
probabilidad al menos del 99% de contestar correctamente la variable implicada V.

217



Bernabeu, M., Moreno, M. y Llinares, S.

RESULTADOS

El gréafico implicativo al 99% (Figura 5) de las respuestas al cuestionario relaciona 26 de las 40
variables. Este gréafico implicativo tiene dos ramas principales con un aspecto comun: se inician con
el reconocimiento de un rombo —cuadrilatero con dos ejes de simetria- como un ejemplo de
poligono con un eje de simetria (PoDc) (clasificar poligonos). Estas dos ramas muestran cémo los
estudiantes comprenden el concepto de poligono mediante el reconocimiento de los atributos
relevantes (rama de la derecha), y como identifican y razonan con los atributos no-relevantes (rama
de la izquierda).

Fuera de estas ramas quedan tres variables que no generan implicaciones: a partir de la descripcion
verbal de un cuadrilatero con dos lados paralelos dibujar tres ejemplos de cuadrilateros que
cumplan estos atributos (PoFa, de la descripcion verbal al dibujo); reconocer la simetria de los
poligonos como un atributo comudn en un conjunto de poligonos y dibujar un poligono con este
atributo (PoDa2, de un conjunto de poligonos, reconocer el atributo no-relevante comin y dibujar
un ejemplo); y, finalmente, reconocer que los triangulos tienen dos lados iguales como un atributo
comun en un conjunto de triangulos y explicar que un tridngulo equilatero también puede ser un
ejemplo de este conjunto (PoE). Estas tres variables, que no generan ninguna relacion implicativa,
se centran en reconocer atributos no-relevantes en un conjunto de figuras (simetria, e igualdad de
lados en triangulos) y dibujar un ejemplo o generar una explicacién de por qué un triangulo
equilatero es un tridngulo con dos lados iguales, asi como realizar una conversion del registro
discursivo al registro no-discursivo iconico en relacion con el paralelismo en los cuadrilateros.

PoDc

PoDbl PoFa | PoDa2

PoE
PoDal|

, —
# | PoCa2) PoFc r PoAb1 I
s I
-, |
@ (=) [+ g
oFb PoChb PoCal PoAd]|
| | I I
I ! I
I PoBb] PoBall poch? | ] PoAd?2 |
-~
| |
I PoAa2 PoBb2 | PoAcl] PoAb2 I
I | I
PoAal PoBa2, PoAal PoAc2
| v | |
I / -— . . . . ..
PoAa7 /
| -

Figura 5. Grafico implicativo al 99% de las variables del cuestionario tras el experimento de ensefianza
La comprension del concepto de poligono

La rama implicativa de la derecha, rodeada con linea verde (Figura 5), muestra las relaciones que se
establecen entre los atributos relevantes del concepto de poligono. Cuando un estudiante explica la
transformacion de una figura abierta con lados cruzados y curvados en un poligono (PoAb1l),
entonces puede explicar la transformacién de una figura con lados cruzados y curvados en un
poligono (PoAdl). Desde aqui, aparecen dos subramas, la primera muestra que cuando el estudiante
es capaz de explicar la transformacion de una figura similar a un triangulo, pero abierto y con un
lado curvo, en un poligono (PoAcl), entonces puede reconocer que una figura de tres lados, pero
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con un lado curvo, no es un poligono (PoAal2). En la segunda subrama, se vinculan las
implicaciones que indican que cuando un estudiante es capaz de explicar la transformacién de un
no-ejemplo de poligono en poligono (PoAbl, PoAd1, PoAcl), esto implica que es capaz de dibujar
el poligono que se forma tras la transformacion del no-ejemplo de poligono en poligono (PoAd2,
PoADb2, POAC2).

Una caracteristica que define esta rama implicativa es que cuando los estudiantes explican cémo
transforman una figura que no es un poligono en un poligono porque falta alguno o varios de los
atributos relevantes, entonces pueden dibujar dicha transformacion. Es decir, esta rama implicativa
muestra cémo el registro discursivo estd subordinado al desarrollo del registro no-discursivo-
iconico.

Aumentando la complejidad en la comprension de los poligonos: Identificar y razonar con
atributos no-relevantes

La rama implicativa de la izquierda, rodeada con linea azul discontinua en la Figura 5, tiene tres
inicios (PoFb, PoCa2 y PoFc). De estas tres variables, solo la referente a identificar que los
poligonos tienen seis lados como el atributo comdn de un conjunto de poligonos y dibujar un
ejemplo que cumpla este atributo (PoCa2) esta vinculada a la parte superior del grafico. Las otras
dos variables son: dibujar tres cuadrilateros que no tengan dos lados paralelos (PoFb, de la
descripcion verbal al dibujo), y reconocer que un cuadrado, en posicién no prototipica, cumple la
descripcion de cuadrilatero con dos lados paralelos (PoFc, coordinacion de los registros discursivo
y no-discursivo) para identificar el atributo comun de la descripcion (registro discursivo) y del
ejemplo visual (registro no-discursivo), que permite al estudiante determinar la pertenencia del
ejemplo dado a una clase de poligonos (cuadrilatero y paralelismo).

Asi, esta rama se caracteriza por mostrar como los estudiantes empiezan a coordinar los registros
discursivos (explicar) y no-discursivos (dibujar) al identificar diferentes atributos no-relevantes de
los poligonos. Globalmente cuando los estudiantes explican el atributo no-relevante comun de un
conjunto de poligonos, implica que son capaces de dibujar un poligono que cumpla el atributo no-
relevante identificado. Ademas, estas relaciones implicativas muestran una jerarquia entre los
atributos no relevantes que son identificados y como se usan para razonar. La rama de la izquierda
del gréfico implicativo muestra que el estudiante que identifica que un grupo de poligonos de seis
lados tiene este atributo comdn (PoCal) y/o explica que el otro grupo de poligonos no tiene este
atributo comudn (PoCbl), implica que es capaz de dibujar ejemplos de poligonos que no tengan seis
lados (PoCb2). Ademaés, cuando se dan estas relaciones, implica que pueden explicar que la
concavidad es un atributo comdn de un grupo de poligonos y la convexidad el atributo comdn del
otro grupo de poligonos (PoBbl-convexos, PoBal-concavos). Cuando los estudiantes son capaces
de establecer estas relaciones, entonces pueden reconocer como ejemplos de poligonos diferentes
poligonos con atributos no-relevantes pero que cumplan los tres atributos relevantes de los
poligonos (figura cerrada, lados rectos y que no se crucen) (PoAa2-poligono céncavo de ocho
lados, PoAal3-poligono concavo de seis lados, PoAa7-poligono regular de siete lados). A su vez,
quien explica que un grupo esta constituido por poligonos concavos y/o explica que el otro grupo
estd compuesto por convexos, entonces es capaz de dibujar un ejemplo de poligono convexo
(PoBb2) y cuando realiza esta accion, entonces es capaz de dibujar un ejemplo de poligono concavo
(PoBa2).

En el grafico implicativo (ver Figura 5) podemos observar que la identificacion del atributo que
comparte un conjunto de poligonos se inicia con la identificacion del atributo comun en grupos de
poligonos céncavos y convexos (PoBbl, PoBal, PoBb2 y PoBa2). Ademas, la identificacion del
atributo tener o no 6 lados (PoCa2, PoCbl, PoCal y PoChb2), se relaciona con identificar si hay o no
un eje de simetria (PoDb1, PoDal). Es decir, el establecimiento de las diferentes implicaciones
entre los atributos y la capacidad de explicar y dibujar depende del atributo.
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Finalmente, el gréfico implicativo (ver Figura 5) muestra como el establecimiento de las relaciones
inclusivas se apoya en el reconocimiento de los atributos relevantes de los poligonos (por ejemplo,
PoAal2, PoAc2, PoAcl). El reconocimiento de las relaciones de inclusién se genera identificando
el atributo comun de un conjunto de poligonos (PoDal y PoDbl) y determinando la pertenencia a
una clase de poligono (PoDc) o dibujando poligonos con determinados atributos (PoFa y PoFb).
Asi, identificar si un poligono pertenece 0 no a una determinada clase de poligono y dibujar
ejemplos y no ejemplos de poligonos con determinados atributos se pueden considerar
caracteristicas en la comprension de ciertas relaciones de inclusion entre los poligonos, que
dependen de atributo considerado.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El objetivo de esta investigacion es caracterizar como los estudiantes de tercer curso de educacion
primaria identifican y usan los atributos de los poligonos. Nuestros resultados muestran dos ideas
relevantes para entender como los estudiantes Illegan a comprender el concepto de poligono.
Primero, la existencia de un proceso de complejidad progresiva en la manera en la que los
estudiantes comprenden el concepto de poligono. Esta comprensién se apoya en ser capaz de
diferenciar los poligonos de las figuras que no lo son, reconociendo los atributos relevantes (figura
plana delimitada por lineas rectas no cruzadas). Tras esto, se incorpora la capacidad de reconocer
otros atributos no-relevantes, que es la base para poder categorizar diferentes grupos de poligonos y
generar clasificaciones inclusivas (considerar un ejemplo de poligono como perteneciente a una
clase determinada de poligonos) y que depende del atributo usado para clasificar (longitud de lados
en los triangulos, ejes de simetria y lados paralelos en los cuadrilateros). La segunda idea es que, en
cada uno de los dos momentos anteriores, tanto en la comprension inicial de poligono y como en el
aumento de la complejidad del concepto, los estudiantes presentan una dependencia jerarquica entre
los registros semidticos, empezando por el registro no-discursivo —dibujar- y continuando con el
registro discursivo — explicar.

En la comprension inicial de poligono, el estudiante debe reconocer los atributos relevantes para
determinar si es un ejemplo o no de poligono. Para ello, debe realizar una deconstruccion
dimensional (Duval, 2017) de la figura geométrica identificando si sus lados son rectos, se unen en
los vértices formando una figura cerrada y no se cruzan. La identificacion de los atributos
relevantes de un poligono se apoya en la coordinacion de las aprehensiones a través de la
transformacion de los registros (conversion) (Duval, 2006), que se evidencia en los procesos de
transformar ejemplos de no-poligonos en ejemplos de poligonos, ya que los estudiantes deben
identificar el atributo de la figura que no cumple la condicién para cambiarlo.

La segunda caracteristica identificada es que la comprension del concepto de poligono en los
estudiantes de tercer curso de primaria se apoya en el registro no-discursivo, que se complementa
con el discursivo. Por ejemplo, les resulta méas facil dibujar un poligono que cumpla el atributo
comun identificado que explicarlo. El enriquecimiento de la comprension de poligono, que nuestros
resultados muestran, se apoya en la capacidad de coordinar ambos registros para poder razonar
sobre los atributos relevantes y no-relevantes.

Por otro lado, las implicaciones producidas en el grafico implicativo al 99% de significacion entre
las variables pertenecientes a los cuatro focos, muestran que los estudiantes de tercer grado, a
diferencia de los estudiantes de infantil (Clements et al., 1999), comienzan a realizar un analisis de
los poligonos. Es decir, empiezan a reconocer los atributos relevantes y no-relevantes de los
poligonos, los cuales condicionan sus acciones con los poligonos (Clements y Battista, 1992). Los
atributos ejes de simetria y paralelismo han sido los atributos mas complicados de reconocer y usar
en las diversas tareas del cuestionario.

Estos resultados tienen implicaciones para la ensefianza en el sentido de definir como objetivos la
relacion entre los registros discursivos y no-discursivos, y considerar de manera explicita las

220



Identificacién y uso de los atributos de los poligonos por estudiantes de tercero de Educacion Primaria

relaciones implicativas identificadas en la planificacion de la ensefianza y el disefio de las tareas
considerando la variabilidad de los atributos.
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CONFLICTOS SEMIOTICOS DE ALUMNOS DE PRIMARIA EN
LA RESOLUCION DE UNA TAREA DE PORCENTAJES™

Primary school students’ semiotic conflicts in solving a percentage task

Burgos, M. y Godino, J. D.
Universidad de Granada

Resumen

Se presentan y analizan los resultados de una investigacion de disefio, realizada en un contexto
real de ensefianza con un grupo de 21 alumnos de sexto curso de primaria sobre los porcentajes.
En una primera fase los alumnos estudian el tema con el profesor-tutor siguiendo un modelo
didactico tradicional, basado en el uso del libro de texto y orientado hacia un aprendizaje
algoritmico. La segunda fase fue disefiada y puesta en préactica para identificar los conflictos
cognitivos generados y su relacién con los conflictos epistémicos sobre los significados de la
proporcionalidad y los porcentajes implementados en la primera fase. La tercera fase se centra en
el dialogo v justificacion colectiva de las soluciones de una tarea de evaluacion y la superacion de
los conflictos cognitivos. Como conclusion se observa que los alumnos no reconocen la relacion de
proporcionalidad establecida por medio de porcentajes y se sefiala la necesidad de potenciar las
situaciones en las que aparecen involucrados porcentajes y relaciones de proporcionalidad.

Palabras clave: proporcionalidad, porcentajes, Educacion Primaria, conflictos epistémicos y
cognitivos.

Abstract

We present the results of a design research on learning percentages carried out in a real teaching
context with 21 sixth grade students. In a first phase, the students with the teacher study the subject
following a traditional didactic model based on the use of the textbook and oriented towards
algorithmic learning. The second phase was designed to identify the students’ cognitive conflicts
and their relationships with the epistemic conflicts on the meanings of proportionality and
percentages that were identified in the first phase. The third phase focuses on the collective
discussion and justification of solutions of an assessment task and on overcoming the cognitive
conflicts. We conclude that students do not recognize the proportionality relationship established by
means of percentages and point out the need to promote situations involving percentages and
proportionality relationships in order to provide meaning to the procedures and symbols used.

Keywords: proportionality, percentages, Primary Education, epistemic and cognitive conflicts.
INTRODUCCION

El porcentaje es uno de los tépicos matematicos mas ampliamente usados en la vida diaria (Steen,
2001). Su diversidad de usos conlleva una extensa variedad de interpretaciones del significado de
los porcentajes (Parker y Leinhardt, 1995). Ademas, constituye una nocion relevante en el curriculo
de matematicas en el ambito educativo espafiol, tanto en los niveles de educacién primaria como
posteriormente en educacion secundaria obligatoria. Sin embargo, son frecuentes los errores de
interpretacion y uso del porcentaje; los estudiantes resuelven los problemas y ejercicios que
involucran este concepto aplicando los algoritmos aprendidos, pero con un conocimiento
conceptual deficiente, sin tener en cuenta sus diferentes representaciones y significados (Maz-
Machado y Gutiérrez, 2008). Entre las razones que pueden justificar esta dificultad, cabe sefalar
que la ensefianza efectivamente implementada en la practica esté sesgada hacia el aprendizaje
Burgos, M. y Godino, J. D. (2019). Conflictos semiéticos de alumnos de primaria en la resolucién de una tarea de

porcentajes. En J. M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-Escolano y A. Alsina (Eds.), Investigacion en
Educacién Matematica XXIII (pp. 223-232). Valladolid: SEIEM.
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memoristico de algoritmos, como puede ser la multiplicacion cruzada o regla de tres en situaciones
de proporcionalidad, sacrificando el desarrollo de una comprension conceptual de la
proporcionalidad y los porcentajes (Lamon, 2007; Riley, 2010; Singh, 2000).

Este trabajo forma parte de un proyecto de investigacion, iniciado en Burgos, Beltran-Pellicer y
Godino (2018), cuyo objetivo es describir y relacionar entre si los conflictos epistémicos y
cognitivos detectados en el estudio de la proporcionalidad y porcentajes en educacion primaria, asi
como investigar maneras de mejorar los aprendizajes. Informamos del disefio, implementacion y
resultados de una experiencia de ensefianza sobre porcentajes llevada a cabo con alumnos de sexto
curso de educacion primaria con la finalidad de:

e Describir sus conocimientos sobre el tema y detectar posibles conflictos semi6ticos en el
proceso de aprendizaje, analizando con detalle los procedimientos, representaciones,
argumentos y grado de generalizacion en las respuestas dadas a un problema sobre
porcentajes.

e Sugerir posibles cambios en el disefio e implementacion para mejorar el aprendizaje.

La investigacion ha tenido lugar en un contexto real de clase que ha permitido revelar algunos
fendmenos cognitivos y didacticos de interés.

MARCO TEORICO

En este trabajo aplicamos algunas herramientas tedricas del Enfoque Ontosemiotico (EOS) del
conocimiento y la instruccion matematicos (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007) para
plantear el problema e interpretar los datos recogidos sobre la experiencia implementada. Dos
nociones claves del EOS son las de significado (entendido como sistema de practicas) y
configuracién ontosemiotica de practicas, objetos y procesos. Ambas permiten describir la actividad
matematica, tanto desde el punto de vista institucional (o epistémica) como personal (o cognitiva).

El significado institucional (respectivamente, personal) de un objeto matematico se identifica con el
sistema de préacticas operativas y discursivas que realiza una institucion (respectivamente, personal)
para resolver los tipos de problemas de los que emerge el objeto en un momento dado. En las
practicas matematicas intervienen diversos tipos de objetos; ademés de los conceptos y
procedimientos en el EOS se consideran objetos matematicos los diversos tipos de lenguajes, las
propias situaciones—problemas que motivan la actividad matematica, las proposiciones (enunciados
que requieren justificacién) y los argumentos (que validan tanto las proposiciones como los
procedimientos).

La nociéon de conflicto semidtico se entiende como “una disparidad o desajuste entre los
significados atribuidos a una misma expresion por dos sujetos -personas o instituciones- en
interaccion comunicativa” (Godino, 2002, p. 258). Con esta nocién se pretende aportar una
explicacion de indole semiotica a las dificultades y limitaciones de los aprendizajes de los
estudiantes y a los conflictos de significados en el proceso de seleccion y adaptacion de los
contenidos de ensefianza. Cuando la disparidad o desajuste se produce entre significados de tipo
institucional (por ejemplo, entre el significado de referencia y el implementado en un libro de texto
0 por un profesor) se dice que se trata de un conflicto (semidtico) epistémico, mientras que si la
disparidad tiene lugar entre el significado manifestado por un sujeto y el de referencia se dice que se
trata de un conflicto (semidtico) cognitivo.

METODOLOGIA

El proyecto de investigacion del que forma parte este trabajo se inscribe dentro de las
investigaciones de disefio (Kelly, Lesh y Baek, 2008), aplicando como teoria base el EOS (Godino,
Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014). El objetivo general es el disefio, experimentacion y
evaluacion de procesos instruccionales sobre tdpicos matematicos especificos realizados en
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contextos reales de clase. La experiencia que describimos en este trabajo se llevo a cabo en un
centro publico de ensefianza durante el curso 2017-2018 con un grupo de 21 alumnos de sexto curso
de Educacion Primaria (11-12 afios de edad).

En el transcurso de la experiencia se distinguen tres fases. La primera fase de instruccion fue
Ilevada a cabo por el profesor-tutor del curso que siguié un modelo didactico tradicional del estudio
de porcentajes y proporcionalidad, basado en el uso preferente del libro de texto y orientado hacia
un aprendizaje algoritmico. En la segunda fase se hace una evaluacion de los aprendizajes logrados
por los alumnos como resultado de la primera fase, destinada a identificar los conflictos cognitivos
generados y su relacién con los conflictos epistémicos inherentes a los significados de la
proporcionalidad y porcentajes implementados. La tercera fase se centra en el dialogo y
justificacion colectiva de las soluciones de las tareas de evaluacion con el objetivo de avanzar en la
superacion de los conflictos cognitivos.

Estudio previo. Significado de referencia del porcentaje

La proporcionalidad y porcentajes se contempla en diferentes blogques tematicos dentro del
curriculo de educacién primaria (MECD, 2014). Entre los contenidos destacables se incluyen:
expresion de partes utilizando porcentajes; correspondencia entre fracciones sencillas, decimales y
porcentajes, aumentos y disminuciones porcentuales. Como estandares de aprendizaje evaluables,
se espera que los alumnos resuelvan problemas de la vida cotidiana utilizando porcentajes y regla
de tres en situaciones de proporcionalidad directa, explicando oralmente y por escrito el significado
de los datos, la situacion planteada, el proceso seguido y las soluciones obtenidas.

A pesar de esta importancia, diversas investigaciones en educacion matematica revelan una
comprension conceptual limitada sobre porcentajes, lo cual motiva que muchos estudiantes tengan
dificultades para comunicar ideas en relacion a porcentajes de forma apropiada (Kouba, Brown,
Carpenter, Lindquist, Silver y Swafford, 1988; Lamon, 2007; Parker y Leinhardt, 1995).

Parker y Leinhardt (1995) sugieren que el significado real del porcentaje se ha perdido entre las
reglas de cambio de decimales a fracciones, fracciones a decimales, fracciones impropias a nimeros
mixtos y nimeros mixtos a fracciones impropias. El conocimiento sobre porcentajes supone mucho
mas que el calculo exitoso con ellos. Mas que conversiones, calculos y aplicaciones, conocer los
porcentajes, tanto en la escuela como fuera de ella, significa entender sus multiples e imbricados
significados y su caracter relacional (Parker y Leinhardt, 1995, p. 47).

Diversos textos, autores e investigaciones a lo largo de los afios, sefialan diferentes significados y
contextos de uso del porcentaje, coincidiendo en su conexion con los conceptos de fraccion, razon y
namero racional. Cuando el porcentaje es entendido como un namero, el “porciento” es una
traduccion del simbolo “%”. Asi, los porcentajes pueden ser transformados en nlimeros reales que
cumplen sus axiomas, pueden ser ordenados y sumados directamente si representan diferentes
partes de un mismo todo (Brown y Kinney, 1973).

El porcentaje puede entenderse como relacion parte-todo (fraccién). En este contexto, el tamarfio de
un subconjunto es comparado al tamafio del conjunto del cual es parte. El significado parte-todo es
el prioritario en los textos escolares, especialmente en la parte de introduccién al tema de
porcentajes. En este contexto no tienen cabida los porcentajes mayores que 100. También puede
usarse para representar una relacion parte-parte (razén) cuando describe una comparacion entre
diferentes conjuntos, diferentes atributos del mismo conjunto, o para describir el cambio de un
conjunto a lo largo del tiempo. Finalmente, el porcentaje se usa como un operador que establece
una relacion funcional entre la cantidad inicial y la cantidad final. Establece una tasa que permite
determinar cantidades como la cantidad final del impuesto, descuentos, intereses, etc. Autores como
Davis (1988) sefialan el uso funcional del porcentaje como su significado mas importante.
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Aunque como vemos los significados del objeto porcentaje son diversos, la esencia del porcentaje es
la relacion de proporcionalidad. Asi, Parker y Leinhardt (1995) consideran que “el porcentaje es
fundamentalmente un lenguaje privilegiado de proporciones que simplifica y condensa las
descripciones de comparacion multiplicativa” (p. 472). El tanto por ciento relaciona dos cantidades de
magnitudes directamente proporcionales, es decir, si A y B son dos magnitudes directamente
proporcionales, el porcentaje que la magnitud A representa respecto de la magnitud B es la cantidad
de A que se corresponde con cien unidades de B. Si se acepta que el porcentaje es una proporcion, la
ensefianza del porcentaje deberia focalizarse en desarrollar la comprension de los estudiantes del
porcentaje como una proporcién. Se necesita encontrar la forma de dar una aproximacién holistica al
porcentaje de forma que los estudiantes interioricen la naturaleza proporcional de éste (Dole, 2000).

ANALISIS DEL PROCESO DE INSTRUCCION IMPLEMENTADO EN LA FASE 1.
CONFLICTOS EPISTEMICOS

Los alumnos estudiaron el tema “Porcentajes y proporcionalidad” en las dos ultimas semanas del
segundo trimestre. La instruccion recibida por los alumnos en la primera fase se ha basado
esencialmente en el libro de texto de matematicas de Ferrero, Martin, Alonso y Bernal (2015).

En el libro de texto, dos magnitudes se definen como directamente proporcionales cuando “al
multiplicar, o dividir, una de ellas por un nimero la otra queda multiplicada o dividida por ese
mismo numero” (Ferrero et al., 2015, p. 112). Se presentan dos procedimientos para resolver
problemas de proporcionalidad: la reduccion a la unidad, en el que, “primero, se halla la cantidad
que corresponde a una unidad y, después, se multiplica por el nimero de unidades” (p. 113) y la
regla de tres que consiste en “calcular uno de los cuatro valores si se conocen los otros tres”
(p.114). El uso de la regla de tres se vincula a la construccién de una tabla de proporcionalidad y a
la expresion de los valores recogidos como un “par de fracciones equivalentes”. La ultima seccion
del tema “Porcentajes y proporcionalidad” se dedica a la definicion y calculo de porcentajes. El
porcentaje se define como “fraccion de denominador 100” (p. 116) y el calculo de porcentajes se
obtiene usando la fraccién como operador. Para el calculo del tanto por ciento de una cantidad se
divide entre 100 y se multiplica por el nimero que va la izquierda.

Las tareas planteadas a los alumnos, siguiendo el libro de texto, fueron en su mayoria de
ejercitacion, destinadas fundamentalmente a cambiar de representacion del registro gréafico al
registro simbdlico y entre los lenguajes natural y simbdlico (porcentajes y fraccion decimal), hallar
complementos hasta 100, y calcular el tanto por ciento de una cantidad, usando el porcentaje como
numero decimal.

Las tareas de aplicacion (resolucion de problemas) son minoritarias y se resuelven por medio del
calculo del complemento hasta 100 y el calculo de la parte en situaciones de descuento o aumento
porcentual.

Observamos que el tratamiento que se hace de los porcentajes es exclusivamente procedimental y
que aparece desconectado de la proporcionalidad. No hay argumentos que justifiquen la validez de
los procedimientos o proposiciones y no todos los significados del porcentaje aparecen recogidos en
la unidad analizada. En particular, se explica el calculo del tanto por ciento de una cantidad a través
del significado de porcentaje como relacion parte-todo, pero en algunas tareas se espera que los
alumnos usen el significado del mismo como funcion (operador) sin que previamente se haya
aclarado la relacion entre ambos usos. Este puede ser un potencial conflicto cognitivo. Las
actividades propuestas son en su mayoria de ejercitacion, dedicandole un peso excesivo al calculo
de la parte a partir del todo y el porcentaje y el complemento a 100.

EVALUACION DE APRENDIZAJES EN LA FASE 2. CONFLICTOS COGNITIVOS

Los alumnos realizaron en esta segunda fase del proceso instructivo, 5 tareas sobre
proporcionalidad (situaciones de valor faltante, comparacién y razones) y porcentajes (calculo de
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porcentajes y descuentos porcentuales), algunas inspiradas en libros de texto del mismo nivel
educativo, otras de investigaciones previas y otras de creacion propia. En esta seccion describimos
una de las tareas propuestas (Figura 1) y los resultados obtenidos. El objetivo de esta fase es evaluar
los aprendizajes logrados tras la fase 1 implementada por el profesor-tutor del curso.

Los alumnos trabajaron siguiendo la distribucién habitual en clase. Al acabar la tarea entregaron
individualmente a la investigadora la hoja de trabajo. Las respuestas dadas a los problemas permiten
analizar los conocimientos construidos, identificar conflictos cognitivos y su incidencia en el grupo.

Observa los tarros de mermelada y responde
razonadamente.

Calcula y contesta.

a) ¢Qué tarro de mermelada contiene mas gramos de
azucar? ¢Y menos?

b) ¢Qué tarro de mermelada tiene mayor porcentaje de
azucar?

c) ¢Cuantos gramos de azUcar tiene un tarro de 1 kg de
mermelada que tiene el mismo porcentaje de azucar que el
tarro rojo?

Figura 1. Consignas de la tarea de evaluacion propuesta a los alumnos

Esta tarea nos permite detectar el significado que otorgan los alumnos a los porcentajes y qué
procedimientos emplean cuando deben comparar porcentajes o cantidades obtenidas a partir de
éstos, ademas de analizar los argumentos que emplean para justificar sus estrategias. Para responder
al item a) los alumnos pueden determinar los gramos de azlcar que tienen los tarros verde y
morado. Para ello determinan el tanto por ciento expresado en las etiquetas sobre el peso de cada
tarro. Asi, el primero contiene 12,5 gramos de azucar y el segundo tiene 60 gramos de azucar. Por
tanto, el tarro de mermelada que contiene mayor cantidad de azlcar es el rojo y el que menos
contiene es el verde. En el apartado b) dado que es conocido el porcentaje de azlcar en los tarros
verde y morado, el estudiante puede determinar el porcentaje de azucar del tarro rojo y despues
comparar con los otros. En este caso, se obtiene que este tarro contiene un 20% de azlcar y es, por
tanto, el mayor de los tres. Finalmente, en el tercer item, los alumnos deben aplicar el porcentaje
obtenido en el apartado previo para determinar la cantidad de azlcar que tendria un tarro de 1 kg de
mermelada igual a la del tarro rojo, es decir, deben obtener el 20% de 1000 gramos, con lo que
tendria 200 gramos de azUcar.

Grado de correccidn. Procedimientos y lenguaje

Como puede verse en la Tabla 1, la mayoria de los alumnos resolvieron la tarea, si bien el Gltimo
apartado tuvo un mayor porcentaje de respuestas en blanco. Salvo un par de alumnos que intentaron
explicar su respuesta en base a las operaciones realizadas, los alumnos no ofrecieron ningun tipo de
argumento que justificase su solucion a los distintos apartados, a pesar de que en la consigna de la
tarea se les pedia que lo hicieran de forma razonada.

Tabla 1. Frecuencias (porcentajes) en el grado de correccién de la solucion a la tarea (n = 21)

Grado de correccion item a) item b) item c)
Incorrecta 4(19,05) 5(23,81) 1(4,76)
Correcta 13 (61,90) 10(47,62) 11 (52,38)
No responde 4(19,05) 6(28,57) 9(42,86)
Total 21(100) 21 (100) 21 (100)

La tarea que presenta un mayor nimero de respuestas correctas es la primera. El significado del
porcentaje que se pone en juego en este apartado es el funcional. Para responder al item b) es
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preciso obtener el porcentaje de azUcar que tiene el tarro rojo, siendo el significado del porcentaje
en este item el de relacion parte-todo. Finalmente, para responder de forma adecuada al item c) se
puede aplicar el porcentaje de azucar que tiene el tarro rojo, obtenido anteriormente. Observamos
que ademas de los 6 alumnos que no respondieron al item b), hubo otros 3 que no lo hicieron a este
item, quizés por la mayor complejidad seméantica del enunciado.

Los alumnos desarrollaron distintos tipos de procedimientos para resolver la tarea propuesta, que
podian repetirse en los distintos apartados.

En el item a) los alumnos deben calcular la cantidad de azucar a partir del porcentaje en cada tarro
de mermelada. Se encuentran los siguientes procedimientos:

P1.1. Expresa el porcentaje como numero decimal y lo multiplica por la base (peso del tarro de
mermelada).

P1.2. Considera el porcentaje como fraccion de denominador 100; multiplica por el numerador y
divide por el denominador (100).

P1.3. Considera el porcentaje como fraccién de denominador 100; divide por 100 y multiplica por
el numerador.

En el item b), deben primero determinar el porcentaje de azlcar del tarro rojo y después compararlo
con los porcentajes de los tarros verde y morado. En la obtencion de dicho porcentaje se han
detectado los siguientes procedimientos:

P2. Método unitario. Se considera un porcentaje concreto de la cantidad total (1% o 10% en las
respuestas de los alumnos) como unidad en si mismay a partir de ella se obtienen otros porcentajes.

P3. Proporcion (regla de tres). lgualdad de dos fracciones siendo una de ellas la expresion
fraccionaria del porcentaje y la otra, la de denominador el peso de mermelada y el numerador, el
valor faltante (cantidad de azucar por determinar).

Finalmente, en el item c) los alumnos deben obtener la cantidad de azucar en 1 kg de mermelada
que tiene un 20% de azucar (igual al tarro rojo). En este caso, los procedimientos empleados son:

PO. Aritmético. Dado que 1 kg son 10x100 gramos, tendra 10x20=200 gramos de azUcar.

P1.3. Divide 1 kg (o 1000 gramos) por 100 y multiplica por 20 para obtener la cantidad en
kilogramos (o gramos) de azucar.

P2. Método unitario. Se considera un porcentaje concreto (10%) de la cantidad como unidad en si
misma y a partir de ella se obtiene el porcentaje pedido (20%). En este caso, el alumno obtiene el

101000
100

20% de 1kg como 2 veces el 10 % de 1000 gramos 2 x = 200 gramos.

P3. Proporcion (regla de tres) entre la cantidad de mermelada y la cantidad de azlcar, segun la

relacion 1 — _*
720 1000

En la Tabla 2 recogemos las frecuencias de los tipos de procedimientos empleados por los alumnos.

Tabla 2. Frecuencia absoluta y porcentaje de procedimientos en los distintos apartados.

item a b c

Procedimiento P1.1 P1.2 P1.3 P2 P3 PO P1.3 P2 P3
Frecuencias 5 1 11 9 6 2 4 2 3
(porcentaje) (29,41) (5,88) (64,71) (60) (40) (16,67) (33,33) (16,67) (25)
Total 17 15 12

228



Conflictos semidticos de alumnos de primaria en la resolucién de una tarea de porcentajes

Uno de los estudiantes respondioé que el tarro de mermelada de 1 kg tendria 20 gramos de azucar.
La respuesta de este alumno no esta considerada como ninguna de las estrategias recogidas en la
tabla anterior.

Como vemos en la Tabla 2, la estrategia mas usada en los apartados a) y c¢) en los que debe
obtenerse la parte a partir del total y el porcentaje, fue la establecida en el libro de texto de los
alumnos para obtener el tanto por ciento de una cantidad: “se divide la cantidad entre 100 y se
multiplica el resultado por el tanto por ciento deseado” (estrategia P1.3).

B )y 02y s, IER e ) c
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Figura 2. Solucién dada por un alumno en el itérﬁ a) por medio de la estrategia P1.3

En el apartado 2, un 60% de los alumnos determinaron la cantidad correspondiente al 10% de los
720 gramos de mermelada, de manera que si el 10% de 720 es 72, entonces 144 que es el doble de
72, representa el 20% de azUcar en el tarro de mermelada rojo (Figura 3, parte izquierda). El resto
de los alumnos utilizaron proporciones, con frecuencia empleando el lenguaje tabular o
diagramatico (regla de tres) para obtener el porcentaje de azlcar (Figura 3, parte derecha).

/ ‘ (_\ = ’Z CJ_ /f(’ (;C// Mawm efodo | "120 5 }‘O-G.
‘ A —_— T
A{'Z‘ d: Nq (} 10 %,\J: Andicon A ¢
205%

A A | AZA A dﬂawﬂ u
Figura 3. Ejemplos de uso de la estrategia P2 (parte izquierda) y de la estrategia P3 (parte derecha)

Evaluacion de aprendizajes. Conflictos cognitivos

Teniendo en cuenta los tipos de objetos matematicos implicados en las respuestas de los alumnos
los conflictos cognitivos los agrupamos de la siguiente manera:

e Representacionales (uso inapropiado del lenguaje en sus diversos registros): omite el signo
igual en la proporcién; encadena identidades aritméticas o algebraicas; usa el signo igual
para expresar incorrectamente conexion entre dos magnitudes; usa lineas como operador
(multiplicacion o divisién).

S0 4 150= 350: 10087155~ 11K
120 de S00=500,100 =5 x12= 60

Figura 4. Conflicto representacional

e Conceptuales (aplicacion inapropiada de conceptos): significado incorrecto del porcentaje
como relacién parte-todo o como operador; no percibe correctamente la relacion de
proporcionalidad.

e Procedimentales (desarrollo erréneo de procedimientos): en el célculo del tanto por ciento
de la cantidad, se opera de forma incorrecta con la expresion decimal de la fraccién o con el
producto o division con decimales.

Como vemos en la Tabla 3 los conflictos méas frecuentes son los de tipo representacional. En su
mayoria, los alumnos encadenan identidades aritméticas o usan el signo igual para expresar relacion
entre magnitudes identificando porcentajes con cantidades totales (frecuentemente, 729=10%;
1449=20%). Ejemplos de este tipo de conflictos pueden verse en las Figuras 3y 4.
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Tabla 3. Tipos de conflictos y frecuencias sobre el total de respuestas a cada item

item
Tipo de conflicto  a b c
Representacional 8 (47,06) 7 (46,67) 6 (50)
Conceptual 2(11,76) 4(26,67) 1(8,33)
Procedimental 1(588) 1(6,67) 0(0)
Total de respuestas 17 15 12

Los conflictos conceptuales mas frecuentes se producen cuando los alumnos tratan porcentaje como
parte (comparando los porcentajes de azucar de los tarros verde y morado para responder al item a)
0 comparan porcentajes de azucar de los tarros verde y morado con gramos de azUcar del tarro rojo.
Otros interpretan que el contenido de azucar del tarro verde es 5 gramos de azUcar, y que el tarro
morado tiene 12. En menor medida, (dos alumnos) olvidan el tarro rojo cuando se les pregunta por
porcentajes, suponemos que debido a que no identifican dicha informacién de forma directa en la
etiqueta. En el Gltimo apartado, el error cometido es consecuencia de asumir porcentaje en lugar de
cantidad de azucar y responder que la cantidad de gramos de azUcar es 20.

Los errores de tipo procedimental, menos frecuentes aparecen cuando los alumnos trabajan con la
expresion decimal del porcentaje y olvidan después multiplicarlo por la cantidad total de
mermelada.

RESULTADOS DE LA PUESTA EN COMUN EN LA FASE 3

En esta seccion incluimos la descripcidn de la puesta en comin en gran grupo de las soluciones
dadas por los estudiantes, en la que se perseguia estimularles a reflexionar sobre sus razonamientos
durante los procesos de resolucién de los problemas, y motivar que las explicaciones dadas
incluyeran argumentos matematicos. Los didlogos mantenidos permiten clarificar la forma en que
los alumnos afrontan los conflictos cognitivos.

El fragmento que reproducimos se produce después de que distintos alumnos hubieran estado
resolviendo en la pizarra problemas de proporcionalidad que no necesariamente involucraban
porcentajes. La investigadora (en los didlogos representada como Inv.) pregunta quién quiere salir a
resolver y comentar el siguiente problema (la tarea que analizamos en este trabajo). Aqui los
alumnos se muestran mas reticentes porque tuvieron mas dificultades y no se sienten seguros.

Inv.: No importa que no esté resuelto, lo hacemos juntos.

El estudiante E11 se ofrece para resolver el problema en la pizarra. E11 habia resuelto de forma
incorrecta los apartados a) y b) pero en el momento en que salio a la pizarra lo desconocia. Habia
calculado correctamente la cantidad de azlcar de los tarros verde y morado pero, en cambio,
compard los porcentajes de azUcar para responder a los apartados a) y b). Cometi6 diversos errores
de tipo representacional y no habia acompafiado con ningun argumento su solucion. Sin embargo,
cuando la investigadora le pide que comente con sus comparieros el proceso seguido y justifique por
qué lo resuelve como lo hace, este es el resultado:

E11: Para calcular los gramos de azUcar que tiene cada tarro, para el primero hemos hecho la
operacion 5 por ciento de 250 gramos, que son 2,5 por 5y sale 12,5 gramos.

E11: El segundo es 12 por ciento de 500 que sale 60.

E11: Luego, con eso ya podemos contestar a la pregunta a, que es ¢qué tarro de mermelada contiene
mas gramos de azicar? Como el tercero ya nos viene hecho que son 144 gramos y los demas
son menores, entonces el tercero es el que mas tiene y el que menos tiene es el primero.

Inv.: Carlos ha justificado la solucién. Muy bien. Segundo apartado: ¢Qué tarro de mermelada tiene
mayor porcentaje de azlcar?
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E11: Aqui como su peso es 720 gramos, si dividimos 720 entre 10 nos da 72. Entonces es 20 por
ciento.

La investigadora interrumpe al alumno E11.
Inv.: Perdona. ¢ Todos entendéis lo que ha hecho?, ;todos lo habéis resuelto de igual forma?
Algunos alumnos preguntan por qué procede asi, a lo que E11 responde.

E11: Si dividimos 720 entre 10 nos da 72, eso seria el 10%. Como 72 es el 10% entonces el 20%
seria 144 y con eso podemos contestar ya a la pregunta, el tarro rojo tiene el 20% de azucar y
la respuesta b seria que el segundo es el de mayor porcentaje.

E19: Yo he hecho 14400 entre 720 pero he quitado ceros antes.
Un estudiante afirma, “yo también he hecho regla de tres ahi”. [...]

Inv.: Muy bien. ¢Cuales son aqui las magnitudes directamente proporcionales?
Los alumnos no consiguen responder. Entonces la investigadora aclara,

Inv.: Las magnitudes proporcionales son la cantidad de mermelada del tarro y la cantidad de azUcar
gue contiene. Suponemos que esa cantidad de azlcar se mantiene.

Finalmente, E11 prosigue con la resolucién del ultimo apartado.
CONCLUSIONES

El tratamiento que se da al porcentaje en la leccion del libro de texto usado por el profesor-tutor de
esta experiencia es meramente algoritmico y estd desprovisto de sentido y conexion con la
proporcionalidad. No se han contemplado los diversos significados del porcentaje, y no hay tareas
propuestas en las que deba determinarse el todo o el porcentaje, ni se consideran porcentajes
superiores al 100% que requieran conectar unos significados del porcentaje con otros. Asi la
idoneidad del proceso de instruccion, desde el punto de vista epistémico, ha sido baja.

Los didlogos mantenidos, durante la puesta en comdn en clase, en la Gltima fase de este disefio,
ayudaron en la clarificaciéon de la naturaleza de los conflictos cognitivos. En general los alumnos
tienen dificultades para reconocer la relacion de proporcionalidad en un problema de porcentajes y
para justificar los procedimientos empleados en la resolucion o reconocer la pertinencia de otros
procedimientos. De hecho, les sorprendio la pregunta ¢cudales son las magnitudes proporcionales en
este problema?

Los alumnos no habian justificado las respuestas dadas a los distintos apartados, a pesar de que se
les pedia explicitamente que lo hicieran y fue solo durante la sesién de correccion en gran grupo,
cuando argumentaron o pusieron en duda las estrategias empleadas. En particular, los alumnos
habian usado en gran medida el método unitario pero no eran capaces de argumentar por qué lo
utilizaban para obtener el porcentaje de azucar en el tarro rojo. Creemos que esto puede estar
motivado por una instruccion centrada casi de forma exclusiva en los procedimientos, que no
ofrecio a los alumnos la posibilidad de interpretar o explicar el significado de los datos o el proceso
seguido y justificar las soluciones obtenidas.

Comunicar y argumentar sobre situaciones en las que aparecen porcentajes y su conexion con la
relacion de proporcionalidad permitira dotar de significado a los procedimientos y simbolos que
emplean los alumnos cuando plantean una proporcion, evitando alguno de los errores de tipo
conceptual, procedimental y representacional reconocidos en las respuestas de los alumnos. A pesar
de la limitacion inherente a la consideracion de esta Unica tarea en este trabajo (en términos tanto de
instruccion como de deteccion de conflictos cognitivos), como hemos podido observar con nuestra
experiencia, argumentar y discutir los procedimientos en la puesta en comun en la pizarra, permite a
los alumnos superar algunos conflictos cognitivos que habian aparecido en la segunda fase, tanto de
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representacion como de una incorrecta comprension del porcentaje, mostrada al comparar parte con
todo o tratar porcentajes como parte.
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Approximation to the mathematical connections established by pre-service
teachers in measure and comparison area tasks
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Resumen

Este trabajo pretende realizar un primer acercamiento a las conexiones matematicas que
establecen futuros maestros de primaria entre cuatro manifestaciones del area. Para ello se
analizan las justificaciones escritas y los procedimientos utilizados en tres tareas de medida y
comparacion de areas de superficies planas, propuestas en un cuestionario no estructurado. Los
resultados indican una tendencia generalizada de los estudiantes para maestro a utilizar formulas
para encontrar el area de diferentes superficies, evidenciando dificultades en la resolucion de
tareas en contextos geométricos donde no existe un valor numérico asociado.

Palabras clave: conexiones matematicas, manifestaciones del area, concepto de area, futuros
maestros de primaria.

Abstract

This research intends to make a first approach to the mathematical connections established by pre-
service primary teachers among four manifestations of area. For this, the written justifications and
the procedures used in three tasks of measurement and comparison of areas of flat surfaces,
proposed in an unstructured questionnaire, are analysed. The results indicate a generalized
tendency of pre-service teachers to use formulas to find the area of different surfaces and show
difficulties of future teachers when they are faced with tasks in geometric contexts where there is no
associated numerical value.

Keywords: mathematical connections, manifestations of area, concept of area, pre-service primary
teachers.

INTRODUCCION

En las ultimas decadas la linea de investigacion referente al conocimiento profesional de los
profesores de matematicas ha sido foco de diversas investigaciones que buscan analizar el
conocimiento vinculado a la ensefianza y las relaciones que se establecen entre los diferentes tipos
de conocimiento necesarios para la ensefianza de las matematicas (Ball, Thames y Phelps, 2008;
Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalan, 2013; Ponte y Chapman, 2006; entre otros). En este
sentido, consideramos que la accidén de establecer e identificar conexiones matematicas es un
aspecto clave en el trabajo de los profesores de matematicas, pues permite relacionar los distintos
contenidos de la disciplina de las matematicas y, al mismo tiempo, otorgar sentido al trabajo
matematico de los estudiantes (De Gamboa, Badillo y Ribeiro, 2015). En consecuencia, el
establecimiento de conexiones en el aula depende, al menos en parte, de los conocimientos del
contenido y de su didactica por parte de los profesores de matematicas. Sin embargo, los propios
profesores tienen dificultades para articular lo que conocen y cémo lo conocen, por lo que la accién
de establecer relaciones entre los tipos de conocimiento y entre conceptos especificos de las

Caviedes, S., De Gamboa, G. y Badillo, E. (2019). Aproximacidn a las conexiones matematicas que establecen futuros
maestros de primaria en tareas de medida y comparacion de areas. En J. M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-
Escolano y A. Alsina (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XXI1I (pp. 233-242). Valladolid: SEIEM.



Caviedes, S., De Gamboa, G. y Badillo, E.

matematicas serian uno de los principales desafios de la formacion inicial. Los estudiantes para
profesor y los profesores en ejercicio deben aprender a usar, gestionar, conectar y transformar su
conocimiento en un sistema coherente de acciones en el aula que les permita promover un
aprendizaje conectado e interpretar lo que saben sus estudiantes. Asi, el objetivo de este estudio es
identificar las conexiones matematicas que establece un grupo de estudiantes para maestro al
resolver tareas de medida y comparacion de areas de superficies planas. Para esto, observamos y
analizamos los cambios de registro en las diferentes estrategias de resolucion utilizadas en cada
tarea, determinando tres niveles en la elaboracion en las conexiones matematicas establecidas. Para
determinar conexiones asociadas al concepto de area, nos basamos en las manifestaciones del area
propuestas por Corberan (1996) y, posteriormente, para la caracterizacion de las conexiones
encontradas, tomamos como referencia el marco propuesto por De Gamboa y Figueiras (2014).
Aclaramos que cuando hablamos de estudiantes nos referimos a alumnos de primaria, y para futuros
maestros de primaria usamos la sigla EPM.

MARCO TEORICO
Conexiones matematicas

La accion de establecer conexiones matematicas es un proceso que ocurre en la mente de quienes
aprenden y, por tanto, es una construccién mental (Businkas, 2008). Dicho proceso podria explicar,
en parte, cdbmo los alumnos organizan los distintos conceptos matematicos y establecen relaciones
entre ellos de un modo coherente. Si bien es cierto que las relaciones entre los diferentes conceptos
matematicos existen por si solas, es tarea de los profesores asegurarse que los alumnos logren
establecer las conexiones apropiadas entre éstos. De esta manera, la capacidad de los profesores
para promover el establecimiento de conexiones matematicas en los procesos de ensefianza y
aprendizaje contribuiria a la construccion de un conocimiento solido y duradero en los alumnos, a la
vez que permitiria gestionar posibles errores y dificultades (De Gamboa et al., 2015). Para que esto
ocurra, es necesario, entre otros conocimientos y competencias, que el profesor sea capaz de
analizar la actividad matematica implicada en la resolucion de los problemas que propone a sus
estudiantes, con el fin de disefiar, gestionar y evaluar la implementacién de situaciones de
ensefianza.

De Gamboa y Figueiras (2014) proponen una clasificacion de las conexiones matematicas que se
dan en el aula con base en la naturaleza de las conexiones y en el contexto en el que se producen.
Asi, aquellas conexiones que establecen relaciones entre aspectos externos de la matematica
(contenidos matematicos asociados a la vida diaria, a otras disciplinas curriculares y a modelos
construidos a partir de referentes reales) se denominan conexiones extra matematicas y, aquellas
que vinculan aspectos internos de la disciplina (conceptos, definiciones, representaciones, etc.) se
denominan conexiones intra matematicas. Las conexiones intra matematicas pueden ser
relacionadas con procesos transversales o0 con conceptos especificos. Las conexiones relacionadas
con procesos transversales establecen relaciones entre un concepto matematico y un proceso
transversal asociado, como pueden ser las heuristicas relacionadas con la resolucion de problemas.
Por su parte, las conexiones de tipo conceptual relacionan representaciones, procedimientos o
técnicas asociadas a un concepto o a conceptos diferentes y pueden ser con conversion o
tratamiento. En este sentido, para analizar los procesos cognitivos involucrados en el pensamiento
matematico, Duval (2006) diferencia entre dos tipos de representacion en la actividad matematica:
las conversiones y los tratamientos. Mientras que las conversiones se dan entre registros diferentes,
los tratamientos se producen dentro de un mismo registro. En esta investigacion, nos enfocamos en
las conexiones intra matematicas de tipo conceptual con conversion, entendiendo las conversiones
como los cambios de registros involucrados en cada tarea, es decir, los registros geométricos y
numéricos que utilizan los EPM para resolver cada tarea.
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Medida del area

Diversos estudios centrados en la comprension del concepto de area en estudiantes de primaria
(Corberan, 1996; D’ Amore y Fandifo, 2007; Huang y Witz, 2013; Outhred y Mitchelmore, 2000;
entre otros) han mostrado que una gran cantidad de alumnos presentan dificultades y errores al
resolver problemas asociados a la medida del &rea, que pueden estar relacionados con una pobre
comprension, tanto del significado de las formulas como del concepto. Por ejemplo, D’Amore y
Fandifio (2007) muestran evidencias de cémo al variar la forma de una superficie, alumnos de
primaria no logran aceptar la conservacion del area de la superficie, siendo incapaces de identificar
que el &rea es independiente de la forma de la superficie.

Las dificultades que presentan los estudiantes también se han evidenciado en futuros maestros de
primaria. Simon y Blume (1994) informan que muchos EPM utilizan unidades lineales en lugar de
unidades cuadradas para medir areas y asocian cambios de longitud a cambios de area. Ademas,
advierten que una gran cantidad de EPM no logra disociar el area del nimero que la mide y al medir
dos superficies iguales, con distintas unidades de medida, afirman que una es mayor que otra
basandose en los datos numéricos. Baturo y Nason (1996) se refieren al tipo de conocimiento que es
utilizado por los EPM cuando resuelven tareas de medicion de areas y sefialan que el conocimiento
de los conceptos matematicos y las relaciones entre ellos es limitado, pues los EPM priorizan el
conocimiento procedimental asociado a la memorizacion de férmulas, lo que ocasiona dificultades
para conectar representaciones concretas y representaciones abstractas (formulas) de la medida del
area. Del mismo modo, los EPM no evidencian un uso comprensivo de las formulas para medir
areas (por ejemplo, no comprenden la relacién entre la formula para los tridngulos y la formula para
los rectangulos), debido a que la relacién entre los procedimientos numéricos y las experiencias
concretas no se ha establecido con antelacion.

Corberan (1996), basandose en estudios previos (Douady y Perrin-Glorian, 1989; Freudenthal,
1983), se refiere a que la ensefianza del area deberia contemplar un tratamiento cualitativo con
privilegio de procedimientos geométricos e intuitivos, y un tratamiento de tipo cuantitativo ligado al
uso de procedimientos numéricos. Asi, establece cuatro diferentes manifestaciones del area que
deberian estar implicadas en los procesos de ensefianza-aprendizaje de la medida del area, a saber:

1. EIl area como cantidad de plano ocupado por la superficie: Se trabaja por medio de tareas
de comparacion de areas de superficies con el uso, Unicamente, de procedimientos de
naturaleza geométrica, donde el nimero esta ausente de cualquier razonamiento. Es la
primera manifestacion con la que los alumnos deben estar relacionados.

2. El area como magnitud auténoma: Se entiende como el area disociada de la forma de la
superficie y del numero que la mide. Se trabaja por medio de procedimientos de naturaleza
geométrica y de naturaleza numérica, en tareas de comparacién de areas de superficies que
permiten observar que superficies con forma diferente pueden tener igual area. Se considera
que la disociacion del area del nimero que la mide es clave en la comprension del papel que
juega la unidad de medida, y en consecuencia en la comprension del proceso de medida. Es
la segunda manifestacién con la que deben relacionarse los alumnos.

3. El area como numero de unidades de recubren la superficie: Involucra la comprension del
papel que juega la unidad de medida en el calculo de areas. Estudiar esta manifestacion del
area permite enfrentarse al estudio del area como resultante del producto entre magnitudes
lineales. Se trabaja realizando tareas de medicion basadas en la comparacién del area de la
superficie cuya area se desea medir con la considerada como unidad. La medida del area se
corresponde con el nimero procedente de un recuento o conteo del nimero de unidades (o
fraccion de esta) que recubren exactamente la superficie. Es la tercera manifestacion con la
que deben relacionarse los alumnos.
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4. EIl &rea como producto de dos dimensiones lineales: Se trabaja realizando tareas de célculo
de areas de superficies poligonales que puedan ser descompuestas en rectangulos y/o
triangulos, utilizando para ello la formula para el célculo del &rea de estos poligonos. Es la
altima manifestacion con la que deben relacionarse los alumnos.

Las cuatro manifestaciones del area contemplan la utilizacion de procedimientos diversos y de
distinta naturaleza. Consideramos que el establecimiento de conexiones entre estos procedimientos
de naturaleza geométrica y numerica puede contribuir a desarrollar una comprension mas conectada
de la medida del area, pues la utilizacion de dichos procedimientos permite recurrir a cambios de
registros (conversiones) al resolver tareas de medida y/o comparacion de &reas. La Figura 1
esquematiza lo mencionado.

Procedimientos |— r— Procedimientos
geomeétricos numéricos
Comparaciones — |
dkrectas e indirectas Uso d i
de superficies JOMPRENSION e o]
M1 < ELCONCEPTOD M4 | _e itz _I d
- DE AREA . urlidimensiongles
Jfratamiento ] L— Tratamient
cualitativo >< cuantitativo
M2 | — | M3
{} Uso [de unidadeg
de medida

Disociacion del &rea det B :
nimero que la mide y de Conversiones imensionaleq

la forma de stperficie I |
Cambios<dg registro

Figura 1. Esquema de la comprension conectada del concepto de area basandose en manifestaciones del area

Aclaramos que al hablar de superficie nos referimos al espacio bidimensional entre limites
especificos, y al hablar de area nos referimos a la medida de la superficie.

METODO
Participantes y contexto

En esta investigacion participaron 64 EPM que cursaban su segundo afio del grado de Educacion
Primaria en la Universidad Autonoma de Barcelona. Los EPM habian estudiado en su primer afio
temas de geometria, incluyendo la medida del &rea.

Instrumento y procedimiento

Se disefio un cuestionario no estructurado que constaba de tres tareas de medida y comparacion de
areas de superficies planas (Tabla 1). Las tareas 1 y 2 fueron adaptadas de Corberan (1996) y
solicitaban el uso de dos procedimientos diferentes, uno con calculo y otro sin célculo. La tercera
tarea la disefian los investigadores, a partir de una obra de Theo van Doesburg (Garcia-Honrado,
Clemente, Vanegas, Badillo y Fortuny, 2018; Pimm, 2001) y solicitaba el uso de tres
procedimientos diferentes y a eleccion de los estudiantes. Cada una de las tareas solicitaba justificar
los resultados con base en los procedimientos utilizados. Los EPM se reunieron en parejas para
resolver el cuestionario y se les hizo entrega de instrumentos de medicion (reglas y escuadras) a fin
de que los utilizaran de la forma que estimaran conveniente.

236



Aproximacion a las conexiones entre manifestaciones de area por futuros maestros de primaria

Tabla 1. Tareas propuestas a los estudiantes para maestro

Enunciado de cada tarea propuesta a los EPM Gréfica de las tareas
Por un punto de la diagonal del paralelogramo se
trazan las paralelas a los lados de esta figura. ¢Qué f\\/////// 20/
relacién puedes establecer entre las areas de las 7 R
superficies sombreadas que resultan de trazar las / N
paralelas? Utiliza dos procedimientos diferentes, 4
uno con célculo y otro sin calculo, para justificar la
relacion establecida. Recuerda justificar tus
respuestas considerando los procedimientos
utilizados.

~

El cuadrado ABDC se ha dividido en seis bandas
rectangulares iguales. Utiliza dos procedimientos
diferentes para justificar que las areas de las
figuras AMED, MEF y MBCF son equivalentes.
Justifica tus respuestas considerando los
procedimientos utilizados.

Calcula el area del cuadrado negro utilizando tres
procedimientos diferentes de tu eleccion. Justifica
tus respuestas teniendo como referencia los tres
procedimientos utilizados.

12 cm

Anélisis

Como un primer paso para el andlisis y con el fin de poder identificar qué manifestaciones del area
estaban siendo utilizadas por cada pareja, revisamos cada uno de los procedimientos y
justificaciones proporcionadas por los EPM. Una vez identificadas las manifestaciones del area
involucradas en cada resolucion, se establecieron 3 niveles para indicar el grado de conexién entre
las manifestaciones del area: (1) Conexiones primitivas: los procedimientos para medir y comparar
areas son Unicamente numéricos con uso de fdormulas; (2) Conexiones emergentes: los
procedimientos para medir areas son de tipo numérico con uso de férmulas, sin embargo, para
establecer relaciones entre areas se utilizan procedimientos geométricos; y (3) Conexiones mas
elaboradas: los procedimientos para medir y comparar areas son de tipo geométrico y numérico. Un
segundo paso fue identificar el nimero de conversiones. Debido a que las manifestaciones del area
se conectan por medio de los procedimientos utilizados (geométricos y numéricos), las
conversiones se dan en aquellos casos donde se evidencia la presencia de mas de una manifestacion
del area. Se consideraron las resoluciones de 29 de las 32 parejas, debido a que 3 de las parejas no
resolvieron las tres tareas segun lo solicitado, pues s6lo hicieron uso de un procedimiento para cada
tarea y no proporcionaron justificaciones de los procedimientos utilizados.

Nivel 1: Conexiones primitivas entre manifestaciones del area: En este nivel las parejas de EPM se
inclinan exclusivamente por el uso de céalculos rutinarios para medir areas (ver Figura 2). Se
evidencia una tendencia generalizada de los EPM a aplicar la formula del area cuando se tienen las
medidas de longitud de las figuras. En caso de no tener las medidas de longitud, una mayoria se
inclina por obtenerlas al medir con la regla. En este nivel los EPM no hacen uso de procedimientos
de naturaleza geometrica o naturaleza numérica con uso de unidad de medida bidimensional que
impliquen, por ejemplo, el recubrimiento de superficies y la relacion entre la unidad de medida y la
superficie a medir. En este caso, las conexiones se dan sélo entre los procedimientos numericos
asociados al area como producto de dos dimensiones lineales, sin involucrar las otras
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manifestaciones del &rea. Las conexiones entre los procedimientos numéricos se apoyan en las
descomposiciones ya hechas de las figuras.

AA=— = 12em? Tarea 2
Tarea 1 AC] =6+ 6= 36 e

24 cm? _ s

(| 7 A v — - 2 rar——— cm

7. | AMED MBCF
L ) Para calcular AMED y MBCF necesitamos el
Al=bsh=22+25=55cm? area del cuadrado ABCD, menos el area del
W2 =bsh=1+5.5=5.5cm? triangulo. Luego dividimos en dos, ya que son

’ ’ proporcionales.

A[]=5.7+57=3249cm> Tarea3

Medimos los costados del cuadrado
sombreado y vemos que miden 5,7.
Entonces el drea del cuadrado es 5,77 que
es 32.

Figura 2. Ejemplos de resoluciones para el Nivel 1

Nivel 2: Conexiones emergentes entre manifestaciones del area: En este nivel las parejas de EPM
se inclinan por el uso de célculos rutinarios para medir areas, no obstante, recurren a
procedimientos de naturaleza geométrica para establecer relaciones entre las areas de las superficies
que se quieren comparar (ver Figura 3). Los EPM son capaces de identificar relaciones de
equivalencia entre las figuras que pueden componer una superficie (triangulos, rectangulos y
cuadrados), pero al momento de medir las areas necesitan recurrir al uso de formulas. Ademas,
identifican la propiedad de conservacion del area, disociando el area de la forma de la superficie y
del namero que la mide. Los EPM que se encuentran en este nivel logran utilizar estrategias de
recubrimiento de superficies y relacionar la unidad de medida con la superficie a medir. Asi,
relacionan las manifestaciones 3 y 4 del area y en algunos casos (como en la Tarea 3 de la Figura 3)
incluyen la manifestacion 2 del area al realizar descomposiciones convenientes de superficies para
facilitar la medida del &rea.

A # B

W \y = Tarea 2 Para calcular MBCF, ponemos la parte Y de la
| \ figura en el espacio X, consiguiendo asi dos

N . bandas iguales. El mismo procedimiento
& . ﬂhl. hicimos para AMED, pero intercambiamos W

y Z. Para calcular MEF hacemos lo mismo,

/{ R pero a la inversa.
2 E - F c J i
i Tarea 3

m Si sabemos que el drea del cuadrado negro
” Tarea 1 es 2/9 y el area del cuadrado grande que lo
contienees 12« 12 = 144 cm-
, 2
Como C=D y E=F tiene que ser A=B, porque  Area cuadrado negro= = de 144 =32 cm?
C v D son proporcionales a E y F. Por lo 9

tanto, el espacio restante entre ambos lados
tiene que ser igual.

Figura 3. Ejemplos de resoluciones para el Nivel 2

Nivel 3: Conexiones mas elaboradas entre manifestaciones del area: En este nivel las parejas de
EPM pueden utilizar calculos rutinarios para medir areas, y ademas recurrir (sin problemas) a
procedimientos de tipo geometrico estableciendo relaciones de equivalencias entre las figuras que
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pueden componer una superficie (triangulos, rectangulos y cuadrados), comparando y midiendo
areas sin llegar a calcularlas (ver Figura 4). Ademas, en las justificaciones se consideran los
elementos matematicos de los que puede depender el area de una superficie como longitud de los
lados, numero de unidades cuadradas que recubren una superficie, entre otros. Los estudiantes que
se encuentran en este nivel son capaces de establecer relaciones entre los procesos que se ven
implicados en la medicién del area. Logran utilizar estrategias de recubrimiento de superficies y
relacionar la unidad de medida y a superficie a medir. Ademas, son capaces de disociar el &rea de la
forma de la superficie y del numero que la mide e identificar que superficies diferentes en forma
pueden tener igual area. Este nivel implica el uso de las 4 manifestaciones del area.

Tarea 2
* u g Dividimos la figura por la mitad, de tal manera que
- / . nos quedan 12 rectangulos pequetios, 4 de los cuales
i ' . . e ge . .
Ao / estdn divididos por la mitad exacta a través de wna
‘/ 7| / diagonal. A su vez, dividimos todos los rectangulos

por lamitad y contamos cuantos tridangulos quedaban
en cada una de las superficies.

b E F c Tarea 3

Dividimos el cuadrade grande en 9 cuadrados mds
pequerios v hemos visto que el cuadrado negro esta

‘ 5 Jormade por 4 mitades de 4 cuadrados, es decir 2
| cuadrados. Por lo tanto, el drea sombreada es 2/9.

Figura 4. Ejemplos de resoluciones para el Nivel 3
RESULTADOS

Las estrategias observadas en las tres tareas muestran similitudes, tanto en los procedimientos como
en las justificaciones. La estrategia mas utilizada en las tres tareas es la medicion de longitudes y
uso de formulas, donde las parejas de EPM miden con la regla los costados de las figuras para
obtener la medida de sus longitudes y posteriormente hacer uso de la formula que permite obtener
la medida del &rea. Le sigue la estrategia de estimacion visual basada en la relacion entre los
triangulos y la estrategia de reconfiguracion por complementariedad de trozos. Mientras la primera
implica la equivalencia de tridngulos a partir de la “observacion”, es decir, los EPM justifican la
igualdad de triangulos “al 0jo”, en la segunda se requiere establecer relaciones de equivalencia por
medio de la unidn de partes, en superficies que ya presentan una descomposicion previa. También
se identificaron la estrategia de comparacion indirecta, que implica recortar una superficie y
recomponer sus partes en una nueva forma sin superponerlas, la estrategia de comparacion directa
que implica superponer una superficie sobre otra para encontrar relaciones de equivalencia, y la
estrategia de descomposicion de superficies que consiste en descomponer una superficie en
unidades congruentes y luego contarlas. La Tabla 2 muestra el nimero de EPM que utilizan cada
estrategia.

Por otro lado, debido a que el cuestionario solicitaba de forma obligada el uso de dos
procedimientos diferentes, uno con célculo y otro sin calculo, la gran mayoria de las parejas se
encuentran en los niveles 1 y 2 de conexiones entre manifestaciones del area. Los procedimientos
geométricos utilizados apoyan a los procedimientos numéricos que les preceden. De esta manera,
los EPM los utilizan para confirmar los célculos realizados. Una minoria de parejas se encuentran
en el nivel 3 de conexiones entre manifestaciones del area, lo cual indica que existen dificultades

239



Caviedes, S., De Gamboa, G. y Badillo, E.

para medir y/o comparar &reas cuando no hay un valor numérico asociado. Considerando las
estrategias y los niveles establecidos, identificamos las conexiones intra matematicas, concordando
con el marco propuesto por De Gamboa y Figueiras (2014), encontrando conversiones para los
niveles 2 y 3, pues en estos niveles se identifica la presencia de méas de una manifestacion del area
al utilizar procedimientos de distinta naturaleza. La Tabla 3 muestra el nimero de parejas de EPM
por nivel y el nimero de parejas de EPM que evidencia conversiones en sus resoluciones.

Los cambios de registro observados en las resoluciones de cada tarea muestran similitudes en
cuanto a los procedimientos utilizados por cada pareja. A pesar de que el cuestionario demandaba el
uso de procedimientos geométricos y numeéricos, solo 21 de 29 parejas evidencian conversiones en
todas sus resoluciones y/o justificaciones, pues utilizan para cada una de las tareas procedimientos
de naturaleza geométrica (mayormente apoyandose en las descomposiciones ya hechas) y numérica.

Tabla 2. NUmero de parejas que utilizan cada estrategia en las 3 tareas

Estrategias utilizadas por los EPM en la resolucion de cada  Parejas que la Parejas que la

tarea utilizan de utilizan de forma
forma correcta  incorrecta
1.1. Comparacion indirecta por recorte y pegado 1 0
= 1.2. Comparacion directa por superposicion 6 2
g 13 Estimacion visual basada en la relacion entre los 24 1
— triangulos
1.4 Medicidn de longitudes y uso de férmulas 26 1
2.1. Reconfiguracion por complementariedad de trozos 29 0
N 22 Descomposicidn conveniente de superficies y recuento 1 0
% de unidades
F 2.3 Medicion de longitudes y uso 28 0
de formulas
o« 3.1. Descomposicion conveniente de superficies y recuento 5 0
s de unidades
E 3.2 Medicién de longitudes y uso de formulas 29 0
Tabla 3. Parejas de EPM que se ubican en cada nivel por tarea y nimero de parejas que evidencian
conversiones en sus resoluciones
Ndmero de parejas de EPM en cada nivel
Tareal Tarea 2 Tarea 3
Nivel 1: Conexiones primitivas 26 28 29
entre manifestaciones del area
Nivel 2: Conexiones emergentes 21 28 21
entre manifestaciones del area
Nivel 3: Conexiones mas 3 5 5
elaboradas entre
manifestaciones del area
Conversiones 26 29 21
DISCUSION

Al analizar los procedimientos y/o justificaciones realizadas por cada pareja de EPM, es posible
evidenciar que existe una tendencia generalizada a asociar el area con el uso de formulas, aun
cuando esta estrategia implica una mayor cantidad de tiempo para resolver cada tarea. No obstante,
es posible evidenciar que a pesar de que los estudiantes conocen la férmula de memoria (largo por
ancho) y pueden aplicarla facilmente y con éxito cuando dos longitudes les son dadas, este proceso
les presenta un mayor grado de dificultad cuando no conocen una o ambas de sus longitudes (en
este caso, se inclinan a obtenerlas utilizando una regla graduada). Un ejemplo de esto se evidencia
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en la Tarea 3, donde sélo 5 parejas de EPM, ademas de utilizar procedimientos numéricos, logran
utilizar procedimientos de caracter geométrico (descomposicién de la superficie en partes, 0
fraccion de partes, congruentes) para estimar el area de la superficie del cuadrado negro, y
establecer relaciones entre el area de la superficie del cuadrado negro, el area de triangulos y el area
del cuadrado grande, facilitando asi el proceso de medida del area. De forma similar, en la Tarea 2
solo una pareja puede utilizar procedimientos geométricos, vinculados a la descomposicion de
superficies en partes congruentes, en conjunto con un procedimiento numérico que implique el uso
de formulas para calcular areas. De esta manera, se advierte que la comparacion de areas en un
contexto numérico resulta mas sencilla para los EPM, que hacerlo en un contexto geométrico, pues
solo comparan valores numéricos sin considerar las caracteristicas de las superficies que se estan
comparando

Considerando que la gran mayoria de EPM se ubica en un Nivel 1 y 2 de conexiones entre
manifestaciones del area, se evidencian dificultades en cuanto al conocimiento de los elementos
matematicos (descomposicion de superficies en partes congruentes, conservacion del area,
congruencia aditiva, papel de la unidad de medida, entre otros) involucrados en la medida del &rea.
Dichas dificultades ocasionan que los EPM se inclinen mayoritariamente por el uso de calculos para
medir y/o comparar areas estableciendo pocas conexiones matematicas, pues los procedimientos
utilizados son de una misma naturaleza. Por esta razon consideramos que trabajar las 4
manifestaciones del &rea vendria a promover el establecimiento de conexiones matematicas, pues su
consideracion conlleva de forma implicita el uso de diferentes registros, asociados a procedimientos
de naturaleza geométrica y numérica, que se ven relacionados en la resolucion de una tarea
matematica que implica medir y comparar areas, y que se evidencia en los niveles descritos en el
andlisis. En este sentido, a fin de promover un aprendizaje conectado sobre el concepto del area,
creemos necesario trabajar con diferentes estrategias que permitan el uso de procedimientos
geomeétricos y numéricos, considerando las posibles relaciones que se pueden establecer entre éstos.

CONCLUSIONES

Los resultados de esta investigacion refuerzan los de Simon y Blume (1994) y Baturo y Nason
(1996) al observar que una gran cantidad de EPM muestran un conocimiento poco comprensivo del
concepto de area, asociandolo mayoritariamente al uso de formulas para su célculo y presentando
dificultades para medir areas cuando no existe un valor numérico asociado. Ademas, cuando no se
dispone de forma explicita de una medida lineal para el célculo del &rea, los EPM tienen tendencia a
utilizar instrumentos de medida de forma directa en detrimento de procedimientos de caracter
deductivo. En este sentido, aunque las manifestaciones del area propuestas por Corberan (1996)
ayudan a explicar la comprension del concepto de area a partir de acciones sobre objetos concretos
hasta la utilizacion de férmulas, se produce la paradoja de que al alcanzar el nivel més abstracto del
conocimiento del area, esta tiende a despojarse de su esencia geométrica.

Los tres niveles que determinamos para clasificar las conexiones matematicas sugieren la necesidad
de incorporar en la formacién de maestros tareas que permitan a los EPM trabajar diferentes
estrategias para medir y comparar areas, a fin de que puedan construir un conocimiento mas
conectado en relacion al concepto de area, y puedan establecer conexiones matematicas por medio
de cambios de registros asociados a los distintos tipos de procedimientos que se ven involucrados.
En particular, se hace necesario que los EPM puedan revisar sus concepciones del area utilizando
registros geomeétricos, numéricos y algebraicos, que le permitan proponer y gestionar en su
actividad profesional actividades que promuevan en los alumnos la concepcion profunda del
concepto de area y el uso estratégico de las formulas. Ademas, una comprension profunda del
concepto de area puede ser la base sobre la que los EPM construyan un conocimiento conectado del
volumen de cuerpos geométricos.
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TAREAS MATEMATICAS? SI, PERO...

Do manipulatives help solving mathematical tasks? Yes, but...

De Castro, C.2y Palop, B.
aUniversidad Auténoma de Madrid, "Universidad de Valladolid

Resumen

Los metaanalisis sobre el uso de manipulativos, tanto fisicos como virtuales, muestran que estos
constituyen una ayuda eficaz en el aprendizaje de las matematicas. En este articulo estudiamos el
uso y eficacia de manipulativos dependiendo de variables como el tipo de tarea o la edad del nifio.
Se han seleccionado, en un entorno online, 1344 respuestas de estudiantes de Educacion Primaria
(de 6 a 8 afios) a tareas aritméticas y problemas aritméticos verbales, contextualizados en la vida
cotidiana o en el propio uso del &baco, con nimeros hasta el 10. Los estudiantes disponian en
todas las tareas de un &baco virtual. Los estudiantes han utilizado 1.96 veces mas el abaco en
problemas sobre &baco que en los de vida cotidiana, y 1.85 veces mas en célculos que en
problemas de vida cotidiana. Salvo en los problemas de la vida cotidiana, la probabilidad de que
los alumnos que usan el &baco acierten la respuesta es méas del doble que la de los que no lo usan.

Palabras clave: aritmética, resoluciéon de problemas, Educacion Primaria, materiales
manipulativos, tecnologia.

Abstract

Meta-analyzes on the use of manipulatives, both physical and virtual, show that these are an
effective aid in the learning of mathematics. In this paper, we examine the use and effectiveness of
manipulatives depending on variables such as the type of task or the age of the child. We have
selected, in an online environment, 1344 responses from primary school students (6 to 8 years old)
to arithmetic tasks and verbal arithmetic problems with numbers up to 10, contextualized in
everyday life or in the abacus itself. Students had a virtual abacus at hand in all the tasks. The
students have used 1.96 times more the abacus in problems about the abacus than in daily life
problems, and 1.85 times more in calculations than in daily life problems. Except in daily life
problems, students who use the abacus have more than twice as many chances to give a correct
answer than those who do not use it.

Keywords: arithmetic, problem solving, Primary Education, manipulatives, online learning.
EL USO DE MATERIALES MANIPULATIVOS EN MATEMATICAS

La idea de que el uso de materiales manipulativos puede mejorar el aprendizaje y la ensefianza de
las matematicas no es nueva. Apoyada en teorias del aprendizaje de autores clasicos como
Montessori, Piaget o Bruner, se ha convertido en una creencia muy extendida (McNeil y Jarvin,
2007). Paralelamente al entusiasmo generado por los manipulativos, se han venido escuchando
voces criticas que, si bien reconocen la aportacién de los manipulativos, tratan de matizar y atenuar
las altas expectativas puestas en los mismos. Asi, Ball (1992) decia, con ironia, que la
“comprension no viaja a través de la punta de los dedos subiendo por el brazo” y que “las ideas
matematicas no residen en [...] materiales de plastico” (p. 47); Baroody (1989) proponia que las
cajas de materiales deberian venderse con una etiqueta advirtiendo que éstos no garantizan el
aprendizaje, y Marshall y Swan (2008) sostienen que, aunque se suele asumir la efectividad del uso

De Castro, C. y Palop, B. (2019). ¢(Ayudan los materiales manipulativos a resolver tareas matematicas? Si, pero... En J.
M. Marban, M. Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz-Escolano y A. Alsina (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica
XX (pp. 243-252). Valladolid: SEIEM.



De Castro, C. y Palop, B.

de manipulativos, no disponemos de evidencias suficientes de investigacion que apoyen esta
efectividad ni, en su caso, qué condiciones la favorecen.

Los metaandlisis realizados hasta la fecha sobre la eficacia de los materiales manipulativos en la
ensefianza de las matematicas, aunque han encontrado efectos positivos de su uso, no son del todo
concluyentes, y suelen expresar que el uso de manipulativos debe estudiarse conjuntamente con
otras variables. En uno de los primeros metaanalisis, Sowell (1989) concluye que las intervenciones
con manipulativos de al menos un curso de duracion en educacion primaria, comparadas con
ensefanza “simboélica”, producen efectos significativos de tamafio medio y alto. No obstante, su
sintesis de 60 estudios no permite responder la cuestion de para qué situaciones es apropiado el uso
de manipulativos, ni cual seria el manipulativo mas adecuado para una situacion particular (p. 504).

Hodgen, Foster, Marks y Brown (2018) revisan 5 metaanalisis sobre el uso de manipulativos en
matematicas, encontrando una evidencia alta en favor de su uso y sefialando, como condiciones
necesarias para que este sea efectivo: (1) que los profesores se aseguren de que los alumnos
conectan adecuadamente el trabajo con manipulativos con las ideas matematicas que estos
representan; (2) que el uso sea suficientemente extenso, pero no excesivamente prolongado en el
tiempo; y (3) que los profesores ayuden a los alumnos, partiendo de los manipulativos, a desarrollar
representaciones mas abstractas.

Baroody (2017) traslada el foco de los materiales manipulativos a las experiencias concretas. Estas
pueden implicar manipulativos, pero también analogias verbales o imégenes virtuales. El uso de
manipulativos no garantiza que se produzca una experiencia educativa, que serd valiosa en la
medida en que consiga extender el conocimiento matematico informal para mejorar la comprension
de conocimientos formales. También en esta linea, Lépez y Alsina (2015), en un estudio cuasi-
experimental en Educacion Infantil, encontraron que el método de trabajo por rincones favorecio
mas la adquisicion de conocimientos matematicos que el uso de materiales manipulativos o de
cuadernos de actividades. Los autores atribuyen los “malos resultados” del método manipulativo a
“una gestion inadecuada de los materiales en el aula [...] o a [...] un mal acompafiamiento por parte
del maestro ofreciendo unos andamios inadecuados ante el alumno y la situacion en particular” (p.
9). Maz-Machado y Adrian (2014), en un estudio cuasiexperimental en primer curso de primaria, no
encontraron diferencias significativas en el indice de competencia matematica (ICM) entre los
alumnos que habian utilizado materiales manipulativos durante el curso y los que no.

Otro factor a considerar es la formacion y la actitud de los maestros sobre el uso de manipulativos.
Moyer (2001), en su observacién de maestros utilizando materiales manipulativos, indica que los
maestros experimentan dificultades para representar con ellos conceptos matematicos y que piensan
gue usar manipulativos es divertido, pero no necesario, para el aprendizaje de las matematicas.

Carbonneau, Marley y Selig (2013) encuentran en su metaanalisis sobre materiales manipulativos
que su uso, al compararse con la ensefianza con simbolos escritos, produce un efecto en el
aprendizaje de tamafio pequefio a medio. Ademas, el tamafio del efecto depende de variables de
ensefianza como la riqueza perceptiva de los materiales o el nivel de guia ofrecido a los alumnos en
el uso de manipulativos. Los manipulativos, ademas, tienen un efecto alto en retencion, pero bajo en
transferencia, solucion de problemas y justificacion. Moyer-Packenham y Westenskow (2013), en
otro metaanalisis sobre materiales manipulativos virtuales (con 66 estudios), indican que el uso de
estos materiales produce efectos moderados en el rendimiento de los alumnos al compararlo con
otros enfoques de ensefianza (p. 47).

Teniendo todo esto en cuenta, en este estudio nos basamos en que la retencion de hechos numéricos
parece favorecida por los manipulativos, a diferencia de la resolucion de problemas (Carbonneau et
al, 2013). Esto nos lleva a plantearnos que, tanto el uso de manipulativos, como la efectividad del
mismo, pueden depender del tipo de tarea. Ademas, si el uso del material no debe ser muy
prolongado, y debe dejar paso a representaciones simbdlicas (Hodgen et al., 2018), o conectar el
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conocimiento informal con el formal (Baroody, 2017), los métodos de ensefianza deben favorecer,
en general, un descenso en el uso de manipulativos para cada tarea con la edad. Asi, consideramos
también la edad como una variable de interés al estudiar el uso y efectividad de los manipulativos.

Las tareas concretas incluidas en el disefio del presente estudio estan inspiradas en el trabajo de
Hughes (1986, p. 50) que compara el rendimiento de alumnos de 3 a 5 afios en tres tipos de tareas:
de caja cerrada, de tienda hipotética y de cddigo formalizado. Estas tareas han sido sustituidas en el
presente estudio, respectivamente, por problemas verbales contextualizados en el uso del abaco,
problemas verbales de la “vida cotidiana” y operaciones aritméticas (ver detalle de las tareas en la
seccion del método). El abaco utilizado es un rekenrek, desarrollado por Adrian Treffers,
investigador del Instituto Freudenthal de Holanda, como modelo visual para el aprendizaje del
calculo (De Castro, 2015).

Este estudio se ha realizado con datos tomados de una plataforma online para la ensefianza de las
matema@ticas (Smartick). Las secuencias de actividades que realizan los alumnos de esta plataforma
estdn disefladas a partir de trayectorias de aprendizaje, creando un camino de ensefianza
individualizado para cada alumno que se va actualizando en funcion de los resultados de cada
sesion de trabajo. Las trayectorias de aprendizaje estan orientadas a un objetivo, o un ambito del
conocimiento matemaético, y tienen en cuenta los hitos que van marcando el desarrollo del
pensamiento matematico (camino de aprendizaje) y la instruccion (camino de ensefianza) que puede
favorecer la evolucion de los alumnos (Sarama y Clements, 2009). Los participantes de este estudio
tienen familiaridad con el dbaco, pues previamente han realizado con este manipulativo actividades
del sistema que configuran el camino de ensefianza para la subitizacion (De Castro, 2015). Al
incluir problemas aritméticos verbales, el estudio se ha realizado con alumnos a partir de 6 afios que
tienen en sus datos personales registrada la condicion de saber leer.

Objetivos de la investigacion
Los objetivos que nos planteamos en esta investigacién son:

Determinar la influencia que las variables tipo de tarea, operacion a realizar y edad tienen en el uso
del abaco por parte de los nifios.

Determinar la influencia que las variables de uso del abaco, operacion a realizar y edad del nifio
tienen sobre su efectividad en cada uno de los tres tipos de tareas estudiados.

METODO

Presentamos un estudio cuantitativo, mediante modelos de regresion logistica, en el que estudiamos
la influencia entre el uso del abaco, la resolucion correcta o incorrecta de una tarea, el tipo de tarea,
la operacién aritmética correspondiente a dicha tarea (suma o resta), y la edad del alumno en el
momento de la resolucién. Dado que, tanto el uso del &baco como la resolucion correcta o no de una
tarea son variables categoricas binarias, utilizamos modelos logisticos binomiales para estudiar los
factores de los que ambas dependen (Hosmer y Lemeshow, 2000).

Las tareas

Hemos planteado 3 tipos de tareas: Ejercicios simbolicos (tipo S) con una operacion aritmética
descontextualizada de suma o resta; problemas aritméticos verbales de cambio creciente o
decreciente con incognita en la cantidad final, contextualizados en el &abaco (tipo A) o en la vida
cotidiana (tipo V) (ver Tabla 1). En todas las tareas aparece un abaco de una fila, e intervienen
numeros hasta 10 en los datos o el resultado. En la Figura 1, vemos una captura de pantalla de una
tarea de tipo A. En las demas tareas (S y V), solo cambia en la pantalla la parte del enunciado.

La eleccion de estas tareas para el estudio se basa en el trabajo de Hughes (1986). Tambien, al
considerar los problemas aritméticos verbales, hemos dado mayor variedad a los enunciados que en
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Hughes (1986, p. 50), que s6lo utiliza un problema de “tienda hipotética” (“Si en una tienda hubiese
un nifio y entrasen alli otros dos, ;cuantos nifios habria ahora en la tienda?”’). Asi, hemos tenido en
cuenta que los problemas verbales requieren “crear un modelo de la situacién del problema,
aplicando para ello el conocimiento del mundo real que posea el alumno” (Vicente y Orrantia,
2007, p. 66).

Tabla 1. Tareas empleadas en el estudio

Tipo de tarea

Operamgn/ Qpere}c_lon Problema de abaco Problema de vida cotidiana
Categoria simbolica (A) V)
semantica (S)
Suma/ Si marcas el 2 en el rekenrek y Eﬂsiﬁqlosp:tégharﬁga aﬁ pﬁLor:fg’r'l olzlr(;:
Cambio 2+6 después afiades 6 cuentas, ¢qué b . ies pan y 1ieg .

. - , 6. Escribe cuantas palomas habia al
creciente numero marcara? . .

final en el patio.

Resta/ Si marcas el 8 en el rekenrek y En un arbol hay 8 pajaros posados. De
Cambio 8-6 después quitas 6 cuentas, ;qué pronto, se oye un ruido y salen volando
decreciente nlimero marcara? 6. ¢ Cuantos pajaros guedan en el arbol?

° ooe:

Resuelve con la ayuda del rekenrek

Si marcas el 10 en el rekenreky después quitas 4 cuentas, ;qué nimero marcara?

Marcardel| 6

Figura 1. Entorno online en que se han realizado las tareas (ejemplo de tarea de tipo A)
RESULTADOS
Recogida de datos

Smartick guarda un registro por cada ejercicio incluyendo: variables de sujeto, como la edad, el
curso, o si se han detectado necesidades educativas especiales; variables de tarea, como el tipo de
problema, la operacién o el tamafio de los nimeros; y variables de proceso, como la respuesta del
alumno, si es 0 no correcta, el tiempo de respuesta, o si ha interactuado o no con el abaco.

De todos los registros, se han tomado al azar 4301 resoluciones de ejercicios de tipo S, A 0 V,
realizados por nifios de 6 a 8 afios durante un plazo de 2 afios. De cada nifio se ha seleccionado un
unico ejercicio para garantizar la independencia de los datos. De esos 4301 registros, se han
seleccionado los que pertenecen a alumnos sin NEE detectadas, que se resuelven con una suma o
una resta, con nimeros hasta 10, con presencia de un abaco virtual de una fila. Este filtrado ha
producido la muestra final de 1344 resoluciones de ejercicios.

Variables

Las variables que hemos tenido en cuenta son: (1) el “tipo de tarea”; (2) La “operacidon/categoria
semantica”, (3) la resolucidn correcta o incorrecta; y (4) el uso del dbaco (ver apartado de tareas en
la seccion del Método). Con respecto a la variable “uso del dbaco”, el uso del manipulativo ha sido
opcional y solo se ha tenido en cuenta si el nifio ha interactuado con el material, no realizandose
ningun tipo de evaluacidn sobre esta interaccion.
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Variables controladas

El abaco utilizado es de una unica fila. Los numeros que aparecen en los calculos y en los
problemas no superan el 10, ni en los datos, ni en el resultado. Las categorias semanticas de los
problemas aritméticos verbales (en las tareas tipo A y V) son cambio creciente y decreciente, ambas
con la incognita en la cantidad final. Se han tenido en cuenta resultados de investigacion sobre estas
dos variables. Con respecto al tamafio de los nimeros, cuanto menor es, mas faciles son las
operaciones aritméticas y los calculos necesarios para resolver un problema verbal con dichos
numeros (Zbrodoff y Logan, 2005). En cuanto a las categorias semanticas de los enunciados, segun
las investigaciones sobre resolucion de problemas aritméticos verbales, los problemas de cambio
creciente y decreciente con incognita en la cantidad final, y los problemas de combinacion con
incdgnita el total, son los mas sencillos de resolver y se pueden abordar en torno a los 4-5 afios
(Sarama y Clements, 2009).

La Tabla 2 muestra la frecuencia del uso del &baco y de resolucion correcta de los ejercicios. En una
primera inspeccion general, puede observarse que los porcentajes mas altos corresponden a la
resolucion correcta de las tareas con el uso del abaco. En las operaciones simbolicas es donde se
produce una mejora mayor en el porcentaje de resolucion al pasar de no usar el abaco a usarlo.

Tabla 2. Frecuencia de uso del abaco y resolucién de ejercicios

Problema Problema Operacion

de Abaco de la Vida Simbdlica
Operacion/Cate- - zp.0y  NC NC C NC c Total
goria semantica
Suma/cambio  NoUsa 5%  16% 5% 32% 7% 29% 235
creciente Usa 8%  70% 6% 56% 6% 58% 423
Resta/cambio ~ NoUsa 5%  22% 7% 33% 8% 29% 259
decreciente Usa 5%  68% 9% 52% 506 57% 427
NGmero total 14 106 107 680 58 379 1344

C: Respuesta correcta; NC: Respuesta no correcta
Técnica estadistica

Para la seleccidn de los modelos de regresion logistica binaria, se ha partido del modelo saturado
con la totalidad de variables consideradas y de las interacciones entre ellas, para someterlo a un
proceso iterativo de reduccién de variables hacia atras basado en el criterio de informacion de
Akaike (AIC) de los modelos (Heinze, Wallisch y Dunkler, 2018). “No existe un tnico criterio que
sea la panacea de los problemas de seleccion de modelos” (Bozdogan, 1987), por lo que se ha
realizado un andlisis parsimonioso de los 4 modelos que se presentan. Dado el reducido nimero de
variables en juego, se ha revisado el proceso iterativo y matizado la inclusion o no de algunas de las
variables teniendo en cuenta su significatividad (p-valor) en el modelo finalmente seleccionado.
Todos los modelos se han construido utilizando la aplicacion informatica R (R Core Team, 2016)
version 3.02, bajo RStudio 1.0.136 con la funcion glm con parametro family=binomial.

El uso del dbaco

Partimos del modelo saturado (AIC=1775.5) y realizamos un anélisis hacia atras mediante un
algoritmo paso a paso con el test chi cuadrado. El algoritmo converge descartando la variable de
operacion y manteniendo la edad, el tipo de problema y la interaccion de ambas (p-valor: 0.010;
AIC=1764.7). Sin embargo, ni la variable edad ni tampoco la interaccion alcanzan la
significatividad en este modelo. Por ello, planteamos el modelo mas parsimonioso que mantiene
Unicamente la variable del tipo de tarea, cuyos resultados resumimos en la Tabla 3.
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Tabla 3. Modelo logistico del uso del abaco

B SE B p odds ratio
(Constante) 1.14 0.21 <0.001 *** 3.13
Contexto de vida diaria -0.68 0.23 0.003 *** 0.51
Simbdlico -0.61 0.24 0.009 *** 0.54

AIC=1764. Likelihood ratio test p-value=0.007

Dado que hemos fijado el &baco como categoria de referencia, este andlisis nos indica que los nifios
usan casi 2 veces mas el abaco (1/0.51=1.96) cuando el problema esté contextualizado en el dbaco
frente a los ejercicios contextualizados en la vida diaria. De igual manera sucede (1/0.54=1.85)
cuando el problema es de tipo simbolico. Por otra parte, no se aprecian apenas diferencias en el uso
del &baco entre los ejercicios de tipo contextualizados en la vida frente a los simbdlicos (de la tabla
anterior podemos derivar el coeficiente entre estos dos valores f =-0.68 + 0.61=-0.06).

La efectividad en la resolucion

En el apartado anterior hemos observado que el tipo de tarea es determinante para que los alumnos
decidan utilizar o no el abaco. Dado que, a continuacion, nuestra intencion es investigar si este uso
tiene algun efecto en la resolucion correcta de la tarea, estudiaremos cada uno de los tipos de tareas
propuestos de manera independiente. De este analisis podremos derivar cuales son los factores
determinantes en la efectividad del nifio de entre las variables seleccionadas de edad, operacion de
suma o resta y de uso del abaco dependiendo del tipo de tarea a la que se enfrenta.

Problemas contextualizados en la vida

Partimos del modelo saturado (AIC=636.57) y el algoritmo converge en el modelo que mantiene las
variables operacion y uso del dbaco (AIC=627.25, p-valor=0.104). Dado que ninguna de las
variables consideradas es significativa, y a la vista del p-valor del modelo, descartamos el
procedimiento automatico en este caso. Mostramos en la Tabla 4 el modelo con las tres variables
consideradas (sin las interacciones entre ellas) donde podemos apreciar que ninguno de los p-
valores alcanza el nivel de significatividad. Tras realizar el estudio pormenorizado de todas las
variables, asi como las combinaciones de parejas de variables (omitido por brevedad), concluimos
que ninguno de los factores considerados en el estudio son determinantes del acierto o no del
alumno. En particular, concluimos que no se detecta una relacion clara de influencia entre el uso del
abaco y la correcta resolucion de este tipo de problemas por parte de los nifios.

Tabla 4. Modelo logistico de la efectividad para problemas de la vida

i) SE S p odds ratio
(Constante) 1.34 0.97 0.165 3.83
Usa el abaco (ref. no) 0.29 0.21 0.163 1.34
Resta (ref. suma) -0.31 0.21 0.131 0.73
Edad (ref. 6) 0.07 0.14 0.602 1.08

AIC=628.97. Likelihood ratio test p-value=0.188

Problemas contextualizados en el abaco

Partimos de nuevo del modelo saturado (AIC=94.59) y el algoritmo converge en el modelo que
mantiene las variables de uso del abaco y edad (AIC=86.71, p-valor=0.056) y que mostramos en la
Tabla 5.
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Tabla 5. Modelo logistico de la efectividad para problemas de abaco

B SE B p odds ratio
(Constante) 5.81 2.69 0.031* 335.29
Usa el dbaco (ref. no) 0.90 0.60 0.132 2.46
Edad (ref. 6) -0.63 0.37 0.087. 0.53

AIC=86.71. Likelihood ratio test p-value=0.056

Concluimos de los datos anteriores que los ejercicios contextualizados en el abaco,
independientemente de si son de suma o de resta, resultan muy sencillos a los nifios (tienen 335.29
veces mas chance de acertar que de fallar, con p=0.031). Si tomamos el intervalo de confianza al
95% del odds ratio para el uso del dbaco, obtenemos que este valor se mueve entre 0.73 y 7.95. En
el peor caso (0dds=0.73), esto significa que la resolucion de ejercicios contextualizados en el abaco
es algo menos efectiva cuando se usa el &baco. En el mejor caso (odds=7.95), con el uso seria casi 8
veces mas probable que un nifio respondiese correctamente la pregunta. Con respecto a la variable
de la edad, vemos que tiene un efecto negativo en la efectividad significativo al 90% (p-
valor=0.087). Si consideramos el intervalo de confianza al 95% del odds ratio para esta variable,
obtenemos que oscila entre el